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PRÉFACE. 


* L’origine du Calcul des Variations remonte à l’an- 
née 1G96, époque à laquelle Jean Bernoulli proposa 
le fameux problème de la brachistochrone, dont la 
nouveauté attira vivement l’attention des Géomètres. 
Jusqu’alors on avait considéré uniquement les 
maxima et les minima des fonctions de forme en- 
tièrement connue ; il s’agissait cette fois de déter- 
miner la forme même de la fonction inconnue de 
manière à faire prendre à une certaine intégrale sa 
plus petite valeur possible. Les Géomètres contem- 
porains de Bernoulli abordèrent et résolurent ce pro- 
blème et d’autres du même genre, qui échappaient 
au Calcul infinitésimal proprement dit, par des arti- 
fices particuliers, plus ou moins directs ou indirects. 

La science doit à Euler la première solution régu- 
lière et générale de semblables questions, solution 
encore peu élégante, il est vrai, en raison des consi- 
dérations infinitésimales, en partie analytiques, en 
partie géométriques, sur lesquelles elle était basée. 
L’honneur d’avoir fait disparaître ces dernières im- 
perfections, et d’avoir ramené ce nouveau genre de re- 
cherches à une méthode simple et purement analyti- 
(jue, appartient à Lagrange. On peut donc dire en toute 
justice que les elVorts réunis d’Euler et de Lagrange 
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ont fait naitie le Calcul des Varialions, dont le but 
principal est la recherche des maxima et m.ininia 
des intégrales définies. 

Tel qu’il sortit des mains de ses illustres inven- 
teurs, le Calcul des Variations constituait une mé- . 
thode à peu près complète, quand la solution du 
problème ne dépendait que d’intégrales simples; 
mais l’application aux intégrales doubles présentaFt 
encore de grandes difficultés. Parmi les Géomètres 
qui ont puissamment contribué à les vaincre, il 
faut nommer Gauss, qui résolut le premier problème 
de maximum d’une intégrale double a limites indé- 
terminées; Poisson, qui compléta la théorie des 
maxima et minima des intégrales doubles; Ostro- 
gradsky, qui donna pour la première fois la varia- 
tion complète d’une intégrale multiple sous une 
forme simple et symétrique, quoique encore peu 
propre aux applications. 

Le Calcul des Variations en était là, quand, en 
i 84 o, l’Académie des Sciences de Paris proposa 
pour le concours du grand Prix de Mathématiques 
la question suivante : 

« Trouver les équations aux limites que l’on doit 
joindre aux équations indéfinies pour déterminer 
complètement les maxima et minima des intégrales 
multiples. » 

Le prix fut décerné à M. Sarrus, auteur d’un 
grand travail intitulé : Recherches sur le Calcul des 
Variations, qui a été inséré dans les Mémoires des 
Savants étrangers, tome X, 1848. 

M. Sarrus avait eu l’heureuse idée d’introduire un 
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signe particulier pour indiquer les substitutions à 
faire dans une fonction quelconque, et, par ce sim- 
ple artifice, il avait pu surmonter les obstacles qui 
avaient arrêté ses devanciers. Ces obstacles, en effet, 
consistaient principalement dans la difficulté d’ex- 
primer, comme il l’aurait fallu, que dans telle 
expression donnée on a remplacé l’une ou l’autre 
des variables, et souvent même plusieurs variables 
à la fois, par leurs valeurs limites. La forme sous 
laquelle M. Sarrus présente la variation d’une inté- 
grale multiple, est moins symétrique que celle de 
M. Ostrogradsky, mais elle est d’une application plus 
facile et presque immédiate. Trois exemples donnés 
à la fin de son Mémoire avaient suffi pour mettre en 
évidence les avantages de sa méthode, en montrant 
qu’elle fournit dans tous les cas l’ensemble des équa- 
tions dont dépend le maximum ou le minimum d’une 
intégrale simple ou multiple quelconque. 

L’innovation de M. Sarrus, l’introduction d’^n 
signe de substitution, parut à M. Cauchy tellement 
importante, qu’il s’empressa d’en faire le point de 
départ d’un nouvel exposé du Calcul des Variations, 
publié, en i844. dans ses Exercices d’ Analyse et de 
Physique mathématique, tome III, p. 5o. Les foiv 
mulesgénéralesde M. Cauchy sont au fond les mêmes 
que celles de M. Sarrus, mais l’emploi plus étendu 
de la nouvelle notation, et l’adoption d’un signe 
de substitution double, pour indiquer la différence 
entre les .résultats de deux substitutions simples 
faites tour à tour, les a beaucoup simplifiées. Dans 
ce premier Mémoire, M. Cauchy s’était borné à éta- 
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büp les principes et les équations fondamentales, il 
avait réservé pour un second les applications qu’il 
voulait en faire; malheureusemeut, ce second Mé- 
moire n’a jamais paru. 

Malgré toute notre admiration pour M. Cauchy, 
nous n’avons pas pu nous résoudre à adopter sa dé- 
finition nouvelle et généralisée de la variation d’une 
fonction ou quantité, t Lorsque plusieurs fonctions 
ou quantités, dit-il page 02, peuvent changer si- 
multanément de valeurs et de formes, leurs varia- 
tions sont de nouvelles quantités ou de nouvelles 
fonctions dont les rapports sont égaux aux limites 
des rapports entre les accroissements infiniment pe- 
tits des variables et des fonctions proposées. » Sans 
doute que cette conception élargit le domaine du 
Calcul des Variations et va jusqu’à lui faire com- 
prendre le Calcul différentiel qui n’en est plus qu’un 
cas particulier; mais cette généralisation, avanta- 
geuse peut-être au point de vue métaphysique, 
n’a-t-elle pas le grave inconvénient de rendre plus 
vague encore et plus insaisissable l’idée déjà très- 
abstraite de la variation d’une fonction. Quand on 
ne restreint pas la notion de variation aux change- 
ments de forme de la fonction elle-même, quand on 
ne l’isole pas des changements de valeurs des varia- 
bles dont elle dépend, on se voit plus tard dans la 
nécessité de distinguer plusieurs sortes de variations : 
variations totales, variations partielles, variations 
propres de M. Cauchy, variations tronquées de M. Sar- 
rus, etc., etc. 

Nous avons donc conservé à la variation la signiU- 
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cation essentielle que lui attribuaient Euler et La- 
grange; nous la faisons dériver essentiellement du 
changement de forme apporté à la fonction. De plus, 
nous écartant encore sur ce point de M. Cauchy, pour 
rester fidèle à Euler, nous faisons dériver le chan- 
gement de forme de la fonction du changement de 
valeur d’un paramètre avec lequel elle est intime- 
ment liée, au moyen duquel nous pouvotis l’amener 
à coïncider avec toute fonction donnée des mêmes’ 
variables, ou à passer d’une manière continue d’une 
première forme à une autre forme quelconque. A ce 
point de vue, la variation pouvait être pour nous soit 
la différentielle, soit la dérivée de la fonction rela- 
tive au paramètre variable; nous avons écarté la 
signification différentielle, afin de ne pas tomber 
dans les infiniment petits; et pour nous, par con- 
séquent, la variation est une dérivée partielle relative 
au paramètre variable ; mais une dérivée qui n’a de 
■sens qu’autant qu’elle se rattache à un changement 
de forme de la fonction, qui naît réellement de ce 
changement de forme et disparaît avec lui. Ajoutons, 
qu’entre la différentielle ou la dérivée le choix était 
complètement arbitraire; dans la substitution de 
l’une à l’autre, il n’y a, en effet, rien de changé ni 
dans les raisonnements, ni dans les équations finales, 
ni dans les conclusions. 

En étudiant attentivement les travaux de M. Sarrus 
et de Cauchy, nous avons découvert qu’on pouvait 
abréger grandement les écritures et les formules, 
souvent fort longues et fort compliquées, en intro- 
duisant une notation symbolique qui permît de réu- 
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nir en un seul les termes analogues ou relatifs aux 
mêmes limites des variables. Cette simplification a 
produit un autre avantage : elle a mis en évidence 
certaines analogies générales qui nous ont permis de 
formuler en langage ordinaire et en termes assez 
nets les règles principales du Calcul des Variations. 

En outre des travaux que nous venons de rap- 
peler, nous avons beaucoup consulté, surtout pour 
les applications , l’ouvrage très-remarquable de 
M. Jellett {A elementary Treatise onthe Calculus of 
Variations, Publin, i85o). Nous sera-t-il permis ce- 
pendant d’exprimer un regret? Le savant professeur 
de Ïrinity-College n’a pas connu les reeberebes de 
M. Sarrus, et, pour les intégrales maltiples, ses for- 
mules n’ont pas toute la généralité désirable. 11 sup- 
pose partout, en effet, que les limites sont continues 
ou peuvent être fournies par une seule formule 
L < O ; ce n’est là évidemment qu’un cas très-parti- 
culier. En réalité, ces deux reproches se confondent; 
car, si nous ne nous trompons pas, M. Sarrus s’est 
placé le premier au point de vue plus général des 
limites discontinues. 

La méthode par laquelle le grand Jacobi a appris à 
distinguer les maxima et les minima, est un chef- 
d’œuvre de combinaison analytique; aussi, quoique 
l’application en soit encore fort restreinte, nous 
avons fait de sérieux efforts pour la rendre acces- 
sible, en mettant à profit l’exposé qu’en ont fait 
M. Delaunay dans son beau Mémoire sur le Calcul 
des Variations, etM. liesse dans un article inséré en 
1 85ij dans le Journal de Crellc. 
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Notre rédaction était presque complètement ache- 
vée, quand nous avons pu consulter l’ouvrage gran- 
dement utile qu’un homme très-initié à la littérature 
du Calcul des Variations, M.Todhunter, vient de pu- 
blier sous ce titre : A Uistory of the Progress of lhe 
Culcnlusof Variations, by ïodhunter, London, 1860. 

Il existe en langue allemande un Traité fort volu- 
mineux intitulé : TJieorie und Anwendun g des soge- 
nwinten Variations Calculs, von 1 )'' G.-W. Strauch, 
dont la troisième partie, renfermant les applications 
aux intégrales doubles et triples, a paru en 1859, à 
Vienne. Ce livre, tout encombré de formules stériles, 
est suivi d’un Appendice dans lequel le savant auteur 
s’attache à prouver, par une critique sans fondement 
et inexorable, que ni M. Sarrus, ni M. Cauchy, ni 
M. Delaunay n’ont atteint le but qu’ils se sont pro- 
posé dans leurs recherches sur le Calcul des Varia- 
tions. Peu conséquent avec lui-même, tantôt il re- 
proche à M. Sarrus d’avoir séparé des termes qu’on 
pouvait réunir sous un même signe intégral, pour 
mieux faire sentir que les variations qu’ils contien- 
nmi peuvent dépendre les unes des autres; tantôt il 
reproche à M. Cauchy d’unir en une seule expression, 
par un double signe de substitution, des termes qu’on 
pouvait écrire séparément pour mieux indiquer que 
les variations qu’ils contiennent/jeuee/j^ être indépen- 
dantes les unes des autres. Le croirait-on? M. Strauch 
va jusqu’à dire que les formules de M. Sarrus ne 
comprennent même pas la solution de ce problème 
très -simple : t Trouver l’aire minima entre deux 
surfaces données. » Et pourtant, dans la vingt- 
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troisième de nos applications, nous avons résolu ce 
problème en quelques traits de plume par la mé- 
thode de M. Sarrus! 

Si nous ne nous faisons pas illusion, ces modestes 
/.efo/wseront favorablement accueillies, parce qu’elles 
résument les derniers progrès de cette branche im- 
portante de l’Analyse, et les rendent, il nous semble, 
plus généralement assimilables. Si l’on veut bien 
comparer nos formules à celles de nos maîtres, 
M. Sarrus et Cauchy, on verra qu’elles sont deve- 
nues beaucoup plus simples, plus nettes et plus 
élégantes. Ramenés à la forme et aux propor- 
tions du signe d’intégration, nos signes de substi- 
tution sont devenus plus maniables et constituent 
une notation classique; l’aspect des équations, toutes 
compliquées qu’elles restent quelquefois, n’a plus 
rien de repoussant; nous oserions presque dire 
qu’elles sont attrayantes. Si ce volume enfin est de- 
venu un chef-d’œuvre d’impression, l’honneur en 
revient à la supériorité incQntestable de l’imprimerie 
de M. Mallet-Rachelier et à l’habileté sans rivale de 
M. Bailleul. 


Digilized by Google 



TABLE DES MATIÈRES. 


PREMIÈRE PARTIE. 

PRINOPES. - THÉORIE. - FORMULES GÉNÉRALES. 


Pages . 

Préface ï 

PREMIÈRE LEÇON. 

^ 

Signo de substitution simple et double, ses propriétés. — 
Expressions définies et leur classification. — Notation sym - 


boliquo I 

DEUXIÈME LEÇON. 

Règles de différentiation des expressions définies. — Intégra - 
tion par parties des expressions définies mixtes l2 

TROISIÈME LEÇON. 


Définition de la variation d’une fonction. — Variation com- 
plète d’ung intégrale multiple. — Transformation de la va- 
riation d’une- intégrale multiple. — Formule d’Ostrogradsky. 

— Variation d’une expression définie gueleonque 40 

QUATRIÈME LEÇON. 

' Variation d'une intégrale simple, double, triple. — Conditions 
d’intégrabilité dès expressions différentielles à une, deux, 
trois vayiablcs indépendantes JÎ2. 


Digitized by Google 


XIV 


TABI.F DES MATIÈRES. 


CINQUIÈME I.EÇON. 

Pages. 

Maxima et minitna des intégrales et en général des expressions 
définies. — Maximum ou minimum absolu. — Maximum ou 
minimum relatif. — Diverses espèces de conditions ou de 
restrictions. — Équations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions inconnues pour rendre nulle la variation de l’in - 


ténrale ou de l’expression définie 8 q 


SIXIÈME LEÇON. 

.Maxima et minima des intégrales simples 

1 I 1 

SErriÈME LEÇON. 

Maxima et minima des intégrales doubles et triples 

i3o 

HUITIÈME lÆÇON. 

Méthode de Jacobi pour distinguer les maxima et les minima 


des intégrales simples. — Application à quelques cas parti- 


ciiliers 

i6q 


DEUXIÈME PARTIE. 

• APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE ET A LA MÉCANIQUE. 


NEUVIÈME LEÇON. 

Recherche de courbes planes avant des propriétés de maximum 
ou de minimum. — 1. Ligne la plus courte entre deux points. 

— IL Ligne de longueur donnée renfermant l’aire maxima. 

— 111. Courbe qui engendre la surface de révolution minima. 

— IV, Ligne de longueur donnée qui entendre la idus grande 


Digitized by Google 


TABLE DES MATIEKES. 


XV 


Pages . 

OU la plus petite surface. — V. Ligne de longueur donnée qui 
engendre le solide de révolution de plus grand ou de plus 
petit volume. — VL Courbe génératrice de la surface de ré - 
volution qui sous une étendue auperricielle donnée renferme 
le plus grand ou le plus petit volume. — VH. La lirachisto - 
clirone ou la courbe de plus vite descente entre deux points. 197 


DIXIÈME LEÇON. 

« * 

Suite de la recherche de courbe.s planes. — Cas où l'on prend 
l'arc pour variable indépendante. — VIll. Solide de révolu- 
tion qui exerce sur un point la plus grande attraction dans 
une direction donnée. — IX. Courbe qui renferme avec sa 
développée et ses deux rayons de courbure extrêmes Taire 
minima. — X. Courbe qui a le plus grand ou le plus petit 


moment d'inertie par rapport à un point donné. — XI. Equi- 
libre d'un 111 flexible et inextensible 


ONZIÈME LEÇON. 

Keclierclie de courbes dans l’espace; formules générales pour 
le cas où l’on prend l’arc pour variable indépendante. — 

XII. Ligne la plus courte sur une surlace donnée. — ■ 

XIII. Ligne la plus courte de courbure constante aCi 


DOUZIÈME LEÇON. ’ 

Suite de la recherche do courbes dans l’espace. — XIV. Courbe 
de longueur donnée renfermant l’aire maxima sur une sur - 
face. — XV. Courbe do longueur donnée circonscrivant une 
portion de surface telle que le volume qu'elle recouvre soit 
un maximum. — XVI. Courbe de longueur donnée, direc - 
trice d’un cylindre à aire maxima. — XVTI. La brachisto - 
ebrone .sur une siirfarx*. — XVllI. l.a brachi.stnchrnne dans 
un milieu résistant. — XIX. Position d’équilibre d’un SI sur 
une surface *. 


Digill^ed by Google 


XVI 


TABLE DES MATIERES. ' 


TREIZIÈME LEÇON. 

Pages. 

Applications à des intégrales doubles. — XX. Ma.ximum ou 
minimum de l’intégrale JJ( z~px-~qx)’'drdx. —'SX\. Maxi - 
mum ou mininaum de — XXll. Maxi - 

mum ou minimum de J'J(z— />x — <iy)dydx\ l’intégrale 
+ étant coBStante. — XXIll. Surface à aire 

minimum. — XXIV. Surface dont le centre de gravité ost le 
plus bas possible. — XXV. Surface renfermant un volume r 
donné et dont le centre de gravité est le plus bas pos.sible. 

— XXVI. Surface à aire minimum recouvrant un volume ; 

donné 3if> 

QUATORZIÈME LEÇON. 

Applications à des intégrales triples. — XXVll. Surface à aire 
donnée renfermant le plus grand volume. — XXVIII. Mini- 
mum de l'intégrale i-^p' ->^if+r'‘dzdydx, p, tj, r, 
étant les dérivées partielles d’une fonction indéterminée «. 343 


FIV DF, L.\ TABLE DES MATIÈRES. 


Digitized by Google 


LEÇONS 

DF. 

CALCUL DES VARIATIONS. 


PREMIÈRE PARTIE. 

PRINCIPES. — THÉORIE. - FORMULES GÉNÉRALES. 


PREMIÈRE LEÇON. 

Signe de substitution simple et double. — Expressions définies. ^Variables 
principales et leurs limites. — Propriétés du signe de substitution. — 
Réduction d'une expression définie quelconque. à la forme d’une inté> 
grale définie. — Classification des expressions définies. — Notation sym- 
bolique. 


1 . Dans le calcul des variations il arrive constamment 
qu’une ou plusieurs variables qui entrent dans une fonc- 
tion, doivent recevoir des valeurs spéciales, et si ce calcul 
a été longtemps arrêté dans ses développements , c’est 
qu’il manquait d’un signe pour bien exprimer cette par- 
ticularisation; On doit à M. Sarrus la première idée d’un 
semblable signe, idée queM. Cauchy a accueillie avec em- 
pressement, mais avec une modification heureuse des nota- 
tions, que nous adopterons en les simplifiant encore. Le 
signe dont nous ferons usage et que nous appellerons s/g'ne 
de substitution, consiste en un trait incliné, placéen avant 
de la fonction, auquel on accole la valeur particulière 

Calcul des Variations. 1 
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qii'oii doit donner à la variable. Ainsi 




nu simplement 




exprimera ce qu<5 devient la fonction V, quand la va- 
riable X reçoit la valeur ])arliculière Xi. Le même signe / 
avec deux limites , l’iine inférieure x, , l’autre supé- 
rieure X,, 


j"\ 

lx = x. 


ou simplement 




exprimera la dillércnce entre les résultats des deux sub- 
stitutions X i= X,, X = X, dans la foiiciiou V, nu ce que 
l’on obtient quand, après avoir fait tour à tour dans celte 
fonction x = x, , x= Xj, on retranche le premier résul- 
tat du second ; de sorte que 

Un signe de substitution doithle, tel (jue / , pourra donc 
toujours être décomposé en deux signes de substitution 

r‘ r' 

sim/ile, I et / . 

Nota. Dans l’enseignement oral il est bon qu’on puisse 
désigner verbalement le signe ou l’acte de la substitution, 
^ious proposons en conséquence de dire .lubstitution , 
comme on dit somme, et substitution x,, substitution x, , 
ou substitution x,, Xj, comme on dit somme depuis .r, 
justju’à .I',, ou somme x,, x,. 

Par suite de cette même notation étendue au cas de 

r' 1^' 

plusieurs \ariables, / • / \ exprimera qu’il faut d'abord 
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donner la valeur à la variabley, et ensuite à la varia- 


ble X la valeur a.', . De même la notation 


V si 

-, 


signifie 


qu’il faut i“ remplacer tour a tour dans V la variable > 
par les valeurs et_y,, et retrancher le premier résultat 
du second; 2 " donner tour à tour à x, dans la diflérence 
ainsi obtenue, les valeurs .r, et x*, et retrancher de nou- 
veau les deux résultats l’un de l’autre, de sorte que 




On aurait de même 


■ cciy 

=/T/'v-nTv-/77''-/7T^ 

-/77"v+/77’'v +/77\-/7Tv. 

Pour retrouver avec leurs signes les dilférents termes 
du second membre, il suffira de former le produit sym- 
bolique 


Ces deux exemples montrent déjà la simplification 
considérable qu’on peut tirer en certains cas de l’emploi 
des signes de substitution double. 

2. Les substitutions simples ou doubles se mêlent .sou- 
vent à des intégrations, qu’elles peuvent précéder ou 
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suivre selon les clrconslances. 


n ”* . 

N <ly indi- 


>|uera qu'il faut d’abord intégrer ^dj entre les limites 
J, et y, et remplacer ensuite x par a:,. Au contraire 

IJ \ dx exige qu’on substitue d'abord 7 , à y dans la 

fonction V, et qü'on intègre ensuite le résultat multi- 
plié par dx, entre les limites .r, et x,. A la rigueur on 
devrait écrire 

dr / V au lieu de I / Vrfx; . 

mais par la même raison que dans les intégrales multiples 
on ne sépare pas les signes ff. . . par les différentielles dx, 
dy, etc., nous préférons la seconde manière d’écrire, où 
les signes f et f se succèdent immédiatement. Pour la jus- 
tifier, s’il était nécessaire, on pourrait dire que la diffé- 
rentielle dx n’étant pas fonction de j', n’est pas atteinte 
par les substitutions qu’on peut faire relativement à cette 
variable. 

Pour ne laisser rien d'obscur, considérons encore la 
notation 


HT 

•t, dr, h, 


Vd). 


Elle exige que l’on fasse d’abord dans la fonction V la 
substitution double relative à z\ qu’on intègre ensuite 
par rapport à j- le résultat obtenu multiplié par dy, et 
qu’on procède enfin à la substitution double relative à la 
variable x. 

3. Une fonction à laquelle on a fait subir soit des in- 
tégrations entre certaines limites, soit des substitutions 
simples ou doubles, relatives aux variables dont elle 
dépend, s’appelle expression dèjinic. Elle n’est plus 
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fonclion de ces variables, que nous nommerons varia- 
bles principales, et ne dépend qne des paramètres ou 
constantes indéterminées qu’elle peut renfermer. Dans 
ce qui suit nous désignerons en général par 

X, 7 , Z,..., s, t 

les variables principales qui entrent dans la fonclion 
donnée, par . . 

, y Z, , . . , , i', , il 

les limites inférieures de ces variables, par 


» y 3 » ^3 } • • • > *^3 J 

leurs limites supérieures, par k un paramètre indéter- 
miné; et nous supposerons toujours, à moins que nous ne 
disions le contraire, que les substitutions et les intégra- 
tions ont lieu successivement par rapport aux variables 
principales dans l’ordre inverse des lettres z,. . 

s, t; de sorte que la première opération soit relative à f, 
la dernière relative à x. Nous admettrons aussi que les 
limites x, et x» de x sont indépendantes de toutes les va- 
riables principales, tandis que les limites de j pourront 
être fonctions de x, celles de z fonctions de x etj)^, et ainsi 
de suite jusqu’à la variable r, dont les limites seront en 
général fonctions de x, z,..., s. Quant au para- 
mètre X, il pourra entrer non-seulement dans la fonc- 
tion donnée V, mais aussi dans les valeurs limites de 
toutes les variables principales x, y, z,. . t, quoiqu’il 
doive être bien entendu que ces variables elles-mêmes 
I sont entièrement indépendantes les unes des autres etde x. 


4. Propriétés du signe j. — Le signe de substitution 
simple, placé devant une fonction composée quelconque, 
porte sur chacun des éléments qui entrent dans sa forma- 
tion, de sorte qu’on a 


f'A ..v.4=/(/"., 
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De cc principe général on peut tirer plusieurs consé- 
quences parmi lesquelles il nous sulTira, pour le moment, 
de noter les deux suivantes : 

i” Lorsque la somme algébritjue de plusieurs fonc- 
tions est soumise à une ou plusieurs substitutions succes- 
sives, simples ou doubles, on peut effectuer séparément 
les substitutions indiquées dans chacune de ces fonctions 
et prendre la suninie algébrique des résultats ainsi obte- 
nus. On aura, par exemple, 


j-r, 1^1 I.T, jx, j.r, IX, IJ-, 

/ j ,.+j j .-j j^ .. 

On pourrait énoncer cette propriété en disant que la suh- 
stiliitioii de la somme est égale à la somme des substitu- 
tions. 

9 .° Lorsque le produit de plusieurs fontuiôns est sou- 
mis à une ou plusieurs substitutions simples, on peut ef- 
fectuer séparément les substitutions indi([uéesdanscbaquq 
facteur et former le produit des résultats obtenus. On 
aura ainsi 



rN'Ni 


y. 


Dans le cas de substitutions simples, la substitution du 
produit est égal au produit des substitutions. 

Si la (|uantité qui se trouve engagée sous un signe de 
substitution simple, est constante, ou seulement indé- 
pendante de la variable à laquelle se rapporte la substi- 
luiiou indiquée, le signe j est sans effet aucun et peut , 
être supprimé. On a évidemment 



/ 




lorsque A est constant ou Indépendant de x, et par suite 

1^1 Ht H. 

I A — O, I Au=:z/I It.^ 

’X, Ix, IjT, 


Digitized by Google 



signe DF. SliBSTlTUriÜN. J 

Les jacleurs constants restent en dehors des sub- 
stitutions ; la substitution double d'une constante est 
nulle. 

5. Lorsqu’une expression déCnie quelconque est sou- 
mise à une nouvelle substitution simple, au lieu de l’edec- 
tuer dans le résultat définitif de toutes les opérations indi- 
quées par les signes f et rien n’empêche de la faire 
séparément dans la fonction V et dans les limites de 
chacune des variables auxquelles se rapportent ces opé- 
rations. On pourrait môme faire la substitution seulement 
dans quelques-unes des quantités V, ti , , .t, , .v. , . . . , 

qui constituent l’expression définie proposée, mais alors 
on serait obligé de la renouveler à la fin du calcul. 

Supposons, pour fixer les idées, que V contienne trois 
variables indépendantes z, et qu’on veuille calculer 

III ou faire J = J, <1.1 ns | / 

' •/>! h, d_r, h, 

expression qui est évidemment fonction de la seule varia- 
ble X. Puisque cette variable x entre dans la fonction \ 
ainsi que dans les limites z, , z», j ,, sans être atteinte 
ni par la substitution relative hz, ni par l’intégration rela- 
tive à y, on arrivera au même but, en faisant séparément 
,r = X, dans chacun des éléments V, z,, y,, qui 

constituent, pour ainsi dire, l’expression donnée. Mais il 
est évident que si l’on ne faisait. x, que dans quel- 
ques-uns de ces éléments, la variable x ne serait pas 
complètement remplacée; il faudrait par conséquent 
renouveler la substitution x = x, dans le résultat obtenu. 

Ces raisonnements conduisent sans peine à la conclu- 
sion générale, que dans les expressions définies on peut 
faire les substitutions simples autant de fois et à telle 
place qu’on veut, pourvu (pi’en dêrnier lieu on les fasse à 
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la place ou dans l'ordre indiqué par la notation primitive. 
On aura par exemple idenlicjiicment 





<i. Ce même principe de la répétition des substitutions 
simples peut servir à réduire une expression définie à la 
forme d’une intégrale définie toutes les fois que les substi- 
tutions qu’elle renferme sont simples. Il sulfit en effet pour 
cela d’effectuer séparément les substitutions dans la fonc- 
tion V et dans les limites des intégrations. Prenons pour 
exemple l’expression 



V dt dy. 


\ étant supposé fonction des quatre variables x,j', z^t. 
Si l’on efléctue les substitutions indiquées dans chacune 
des quantités V, t,, t,, et qu’on désigne respecti- 

vement par V', f, , f, , , y,, les résultats de ces substitu- 
tions, de sorte que 







l’expression proposée deviendra 


et prendra ainsi la, forme d’une intégrale définie. Ajou- 
tons que, par suite des substitutions effeetuées, V'est fonc- 
tion de y ex t\ t\ et t'^ sont fonctions de 7', tandis que 
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y\ et y, sont constantes; de sorte que et t sont les seules 
variables qui bgurent réellement dans cette intégrale. 

Si l’on ne tenait pas à rendre les substitutions visibles, 
on pourrait supprimer les signes //et écrire simplement 

/'■t'i /’<. i^i rr, ji, f», 

j J \dtdx, au lieu de f j j f 

en sous-entendant qu’on devrait faire préalablement. 
Z = Zi et X = Xi dans celles des fonctions V, t,, 
qui dépendent des variables z et x. 

Lorsque l’expression donnée renfermera des substitu- 
tions doubles, on les décomposera d’abord en substitutions 
simples et l’on transformera séparément chaque terme du 
résultat, ce qui donnera une suite d’intégrales définies. 

Une expression définie est invariable tant que les con- 
stantes indéterminées qu’elle renferme conservent des va- 
leurs fixes. Mais si l’une de ces constantes x, devenue pa- 
ramètre variable, change de valeur, l’expression définie 
variera elle-même, en tant que fonction de ce paramètre, 
et pourra être diiférentiée par rapport à lui. Le calcul des 
variations, comme nous le verrons dans la suite, se réduit 
en effet à la recherche des dérivées des expressions défi- 
nies; il faut donc avant tout exposer les règles générales 
de la différentiation de ce genre d’expressions, qui sont de 
trois espèces : i" expressions définies par substitution , ou 
qui résultent uniquement de substitutions; 2 “ expressions 
définies par intégration, ou intégrales définies; 3“ expres- 
sions définies /n/arte-f, ou qui résultent à la fois de substitu- 
tions et d’intégrations se succédant dans un ordre quel- 
conque. 

7. Nous considérerons successivement ces trois espèces 
d’expressions définies et nous chercherons leurs dérivées 
relatives à un paramètre x, contenu tant dans la fonction 
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donnée \ que dans les limites des variables x, y, z,. . . , 
mais avant tout, pour simplifier les formules, qui sans 
cela deviendraient très-complexes, et pour leur donner 
toute la clarté, toute la symétrie possibles, nous ferons une 
nouvelle convention. Comme les variables x, x, y, z,..., t 
sont indépendantes les unes des autres, on ne saurait atta- 
cher aucune idée aux quotients différentiels 


tlx 

Th' 


,h' 


dz 

Th.' 


dx' 


dz 

dx' 


dz 

dy 


cependant nous ferons usage de ces symboles précédés d’un 
signe de substitution, et nous leur doiinerons la significa- 
tion déterminée.par les formules 


‘ dx 

dx, 

r' d.r 

dy,. 


dy> 

Th ~ 

Th' 

1 dy. 

~ dy.' ' ' 

I d.r 

dx 

' dx 

dx. 


dr. 



Th ~ 

TiT.' 

1 dy. 

~ Th' 

/ dx 

dx 


c’est-à-dire que la dérivée de Tune quelconque des varia- 
bles indépendantes x, jy, z,..., /, laquelle en elle-niènu' 
n’a aucun sens, représentera pour nous la dérivée de celle 
des limites inférieure ou supérieure de cette meme v ariable 
accolée au signe de substitution. Cette convention s’éten- 
dra également aux' dérivées des ordres supérieurs. 

Il n’est pas meme nécessaire que le signe du siibstiiu- 
lion précède immédiatement la dérivée symbolique pour 
en déterminer' le sensj il pourrait en être séparé par 
d’autres signes soit de substitution, soit d’intégration, ou 
par un facteur, sans (|ue la signification de la dérivée 
cessât d’être déterminée..C’est une conséquence natdrelle 
du principe de la réjxuition des substitutions (n" fv). 
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On aura par exemple 

dx dy 1^- dx. dy I dx, dy, 

/• / “dy.dx~f I “I dyf dx^l I "rfxrfx' 

de même 

ti, 

dx^dz, , /"• r'Ÿ' dx^dz, ^ 

/ Jx, I “ / X / “ 

L’avantage principal de cette notation symbolique est 
depennettrede réunir en un seul terme plusieurs expres- 
sions définies qui renferment les dérivées correspondantes 
des deux limites d’une ou de plusieurs variables, ce qui 
simplifiera beaucoup la recherche des variations des inté- 
grales multiples. 
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DEUXIÈME LEÇON. . 

Régies de la différentiation des expressions définies. — Dérivées des ex-' « 
pressions définies par substitution. — Dérivées des intégrales définies. — 
Dérivées des expressions définies mixtes. Intégration par parties des 
expressions définies mixtes. ^ • 


8. Premier cas. — Expressions définies par substitu- 
tion. — SupposoiKS d’abord que V renferme les seules va- 
riables X et X, ou que l’on ait V =y (x, x) ; l’expression 


dépendra du seul paramètre x, cl il s’agit de la dillëren- 
tier par rapport à lui. On aura évidemment 


^ r y 

fi X 1 fi X 

•|) >i/{y, i>:>)il-r, 

r/.r, li X 

Or 


ii/(y-.-r,) r:</v 

'//{yi ■J^i) T' 

il r. 1 il -x' 

dr, 1 

et, d’après la convention admise, 

fix, 

j^‘ dx 

(1 y. 

1 7^' 

donc 


.^rv=r( 

dV d\ lùcX 

, </ X dx d X ^ 

On trouverait de même 



il V. j I \ f / X d.r il r. ) 
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et, en retranchant de cette équation la précédente, 


(■) 


^ Tv- " 

• l'fiv 

fiV cix\ 

r. 

\ÿ7 

dæ </x/ 


c’est-à-dire que pour obtenir la dérivée de ^ Y,j V,j V, 

par rapport à ic, il suffira de didérentier sous le signe de 
substitution comme si x était fonction de x. 

Si V renferme les trois variables x, x, y, ou si l’on a 

V z= f (x, x,j), et qu’on demande la dérivée de / / V 

V, 

1 ^' 

par rapport à x, o'n remplacera V par/ V dans la der- 
nière équation, qui deviendra 

Cette même équation (i) donne d’ailleurs 

-r-ro 


rfV 


d X 

dy dyt)' 

dV 

dV dr\ 

dx 

<iy àx) ’ 


en substituant ces valeurs, et considérant que le facteur 
symbolique tenant la place soit de^j soit de 

^ rf* ‘ rf* rfx ' 

ne dépend point de y, et qu’il est permis par conséquent 

F' 

de le faire passer sous le signe / , on arrive à l’équation 
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suivantt! ; 


^ r r\ ^ r l'yii 

X /, (j. Ij l dx d y. dy \ dy. d.rdy.jS 

La somme adectée des signes de suhsti talion fest évidem- 
ment la dérivée totale de V prise par rapport à *, comme- 
si eliacune des variables x, x, y était fonction de celles 
qui la précèdent, x fonction de v.,y fonction de x et de x. 

r‘ 1^' T' 

Considérons encore l’expression/ / / V, dans la- 

'•r, ijr, 'r, 

quelle V est fonction des variables x, x, j , z, et dont il 
faut trouver la dérivée par rapport .à x. En remplaçant 
dans l’équation précédente 


V 

par j 

rv. 



d\ 


P‘/V/V 

d \ dz '\^ 


ly. 

par j 

1 , 

dz il X j 

1 ’ 

d\ 

J 

\‘'ld\ 

d V dz ' 


dx 

par 1 


dz dx J 

)’ 

d\ 

dy 

par 1 


dV dz\ 
dz dy ) 

1 9 

;ser 1 

dx 

es lacleurs — » 

df. 

dr dy , 

•—> sous le nouveau 

d X. dx 


signe de substitution 



ce qui est permis, puisque les li- 


mites X|, X,, y,, y,, elles-mêmes, et par suite leurs déri- 
vées, sont indépendantes do z ; on verra que l’ensemble des 
termes alfectés dans l’équation ( 2 ) des signes dx' substi- 
tution, auxquels s’est joint le signe relatif à /, s’accroit 
du terme 


dV dz dz dx dz / dy dy dx \ 

dz d y. dx d X dy \ d y. dx d y. J 
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et devient la dérivée totale de V prise par lapport à z, 
comme si chacune des variables k, x, y, z était fonction 
de celles qui la précèdent. Si l’on désigne cette déiivée 

par j ’ aura donc . 

Le même raisonnement, appliqué successivement à un 
nombre de variables de plus en plus grand, conduirait 
évidemment à la formule générale 

dans laquelle j^'^J désigne la dérivée totale de \ 

relative à z, prise comme si chacune des variables 
Z, X, J, Z, . . . , t était fonction de toutes celles qui la pré- 
cèdent. La signiOcatibn réelle de celte formule svmbo- 
lique, après les explications données, n’a rien d’obscur. 

Quand on aura formé la dérivée totale [£] > on dé- 
composera la substitution double / eu deux substitu- 


• .1 , dl dt lU dt at, 

lions simples, on remplacera — , — , — par 

n X dx dy dz ‘ dv. 

dt, dt, dt, , 

'dx' ~dÿ' 'tF'""' tfit'nies précédés du signe 

/ *' <•//, dt-, dt, dt, , , 

, et par Fz' ' ' ' ‘ termes précédés 

du signe/ ; on fera ensuite pour les autres variables 

■V, . . ., Z, y, X, ce que L’on a fait jiour t, cl l’on arrivera 
.à la valeur délinitivc de la dérivée cherchée. 
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9. La démonslralioii rigoiirpuse de la formule géné- 
rale (4) esl d’ailleurs très-facile-, il suffira, comme c’est 
la marche ordinaire en pareil cas, de prouver que si elle 
est vraie pour n — i variables, elle l’est encore pour n 
variables. Admettons, en eflet, qu’elle est vraie pour les 
variables X, y, l’ensemble des termes alfeclés 

de& substitutions relatives à ces variables sera 

dV dV ^ 1 • 1-I-. — T— 1» 

les dérivées totales j ’ ' ' ' ’ J devant être 

prises comme si chacune des variables y., a:, jg, z^. . s 
était fonction de toutes celles qui la précèdent. Si poiir 
introduire une nouvelle variable f, nous remplaçons \ par 

/ V, il faudra en même temps remplacer 

II, 


d\ 


f' (dV d\ dt\ 

à Y. 

par 

\ dy. de d Y ) ’ 

d\ 


/'> /dV dV'de\ 

dx 

par 

de d.r.j 

dV 


l‘‘(dV d\ de\ 

.77 

par 

1 [dF-^dFdp)' 

dV 


l‘-(d\ dV de\ 

ds 

par 

I y rf.c de ds j ' 


l’ensemble des termes affectés des signes de substitution, 
auxquels s’est joint le signe relatif à t, se sera accru du 
nouveau terme 

^ - 4 - [ ^^ 2 : 1 I ( , 

de \dx dx d Y. rfj' I y I L f/ x J | 

et deviendra précisément la dérivée totale de \ par rap- 
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port à X, pi'ise couiine si chacuuc dès variables x, .r, y, 
5 ,..., s, t était fonction de toutes celles qui la pré- 
cèdent. Donc si la formule est.vraie pour n — i variables, 
elle le sera encore pour n. Or elle est démontrée direcle- 
ment dans le cas de trois variables-, donc elle subsistera 
quel que soit le nombre des variables aflectées de substi- 
tutions. 

10. Tout ce que nous venons de dire des expressions 
définies qui renferment nn ou plusieurs signes de substi- 
tution double 




s’applique de même et siuis aucun cliangemeilt aux ex- 
pressions dans lesquelles tous ces signes ou quelques-uns 
d’entre eux sont remplacés par des signes simples. On 
aura ainsi, par exemple, 


d 

d7. 





la dérivée symbolique [S] étant formée d’après la même 


loi de dépendance rétrograde entre les variables. Cette for- 
mule, à laquelle on parviendrait directement par des 
raisonnements analogues à eeUx qui nous on't conduit à 
l’équation (4), est d’ailleurs assez, évidente en elle-même 
pour qu’on puisse l’écrire immédiatement; car le seul 
fait des substitutions successives de , s, , . . . , x, , y, , x, 
établit entre lés variables principales x, y, z,. . t, con- 
tenues dans la fonction ^ , une dépendance telle que cha- 
cune est essentiellement fonction de toutes celles qui la 
précèdent et de x. Evidente quand il s’agit de substitutions 
simples, cette formule ne le sera pas moins dans le cas de 
substitutions doubles, puisqu’une expression définie à 
substitutions doubles est, comme on l’a vu, la somme ou la 
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dilléreiii e d’cx|)re,ssioiis définies ;i subsliliilioiis simples, 
et cpe la dérivée de la somme ou de la dillérence est égale 
à la somme ou à la différence des dérivées. 

1 1 . Dei xième ck^.— Intégrales définies. — Pour trou- 
ver la dérivée de l’intégrale définie simple 


S= 


dans laquelle la fonction V ainsi que les limites x, et .r, 
dépendent du paramètre z, donnons à ee paramètre un 
accroissement Az, et désignons respectivement par AV, 
Ar, , A.r«, les accroissements correspondants de V , 
•T,, r, . L’accroissement de l’intégrale sera évidemment 

^ T, -t- A X, * rs’, 

iS= I (V -I- A V) — / vdr 

Jx, a- A X, 

X X. 

A Vf/,c-t- J (V-l- AV)rf.r 

X i, ■+■ Ax, 

(V-t- AVjrfa-, 

Or' si les fonctions V cl AV croissent par degrés insen- 
sibles et ne deviennent pas infinies entre les limites x, 
et A-, -1- '« dernier terme est égal au produit de 
la d'iirérence entre les limites ou Ax, par une valeur 
moyenne de la fonction V + AV entre ces mêmes limites. 

Désignons par ^ V + e, cette valeur moyenne, e, étant 

nécessairement une quantité qui disparaît avec Az, il en 
résulte ^ 

r ' (V -H = Ao7, -1- j y J. 

%/x^ 

On aura de même, en admettant que V et AV croissent 
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|>ai- degrés iiisonsililes et ne deviennent pas intinics entre 

les limites X, et j-j -f- A Xj, ' . 

+ / v), 

t! étant une nouvelle (pianiité qui s’évanouit aveeAz.On 
peut donc écrire 

En divisant par Att les deux membres de cette équation, 
et passant à la limite, on trouvi^ 




X 


J-, -t- r. 


( V + V ) f/j: = A Xj j £, 



OU simplement 



en faisant usage de la notation symbolique adoptée. 
Considérons maintenant l’intégrale double 



V f/j- ft:r, . 


et cherchons sa dérivée par rapporta x, en supposant ((ue 
la fonction V ainsi que les limites x,, x„ r,, j, dépendent 
de ce paramètre. Si, dans la formule (5) relative à l*in- 

V fiy, on trouve 



'iO CAIXUL UES VAKIATIOWS. 

Celle même formule (5) donne d’ailleurs 

rr, , i\,'0 

n / ir.'‘r^\ '‘T,: 

•'r, ‘-j'i O", 

En introduisant rette valeur et faisant passer sous le signe 
intégral relatif à j le facteur ^ i qui se trouve dans le se- 
cond terme, ce qui est permis puisque ce facteur symboli- 
que, représentant ^ ou est indépendant de la va- 
riable y', on arrive à la formule 


I 57 =X i, - ■'"■"X l. 

n r^‘ rlr . 


V ~r </•*• 
av. 


(6) 


Pour obtenir la dérivée par rapport à x de l’intégrale 
triple 

,*-r, /•*, 

I I Vdzdyd.r , 

J «X, Jzx 

on remplacera dans la formule (6) relative à l’intégrale 
double 


V par 


el 


d X 


I- r ’v</: 

C^' d\ . I^\jdz 

1 ^ I 


on fera passer sous le signe intégral relatif à ^ les facteurs 
symboliques ^ indépendants de cette variable, et 
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on trouvera 


(7) 


XTX"'' ^ ■"IX'X ^ ■ 


12. La loi de la formation des termes successifs est 
déjà assez nettement iiidiqpée pour qu’on puisse écrire 
la formule générale suivante : 


<») 


d 

d 


i r‘' 

r‘. n. j---, 

~ I I I • • • / — dt, . .dzdydx. 

X, X, X, X 

r-, rj', r^.. j‘. 

■+■ I I I • • • I \ -T- . . . dzdrdx 
A Jr, A • h, 

+ 

m /"*'* dz 

XX.'X'X''^ 

r' c"' /*'’ 


Pour démontrer rigoureuseiiieni cette formule, il suf- 
firait de montrer (]ue si elle est vraie pour n — i variable.s 
X, y, Z,. . . , s, elle l’est encore pour n variables x, j, 
Z,. . ,ï, t, ce qu’on pourrait faire en suivant la même 

marebe tpicdans le cas des expressions définies par sub- 
stitution. 
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au 

Lnlerprélée en langage ordinaire, celle formule fournil 
la règle suivante ; 

Pour ohtenir la rUirivèe d'une intégrale muitiple quel- 
conque relative à un paramètre v. qui entre non-seule- 
ment dans la fonction V, mais aussi dans les limites des 
intégrations, il faut: prendre en dedans des signes 

d'intégration la dérivée de la fonction Y par rapport à y.\ 
a° ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de 
termes égal à celui des variables, et dont chacun se dé- 
duit de V intégrale proposée en changeant tour à tour le 
signe d'intégration relatif il chaque variable en signe 
de substitution double correspondant et remplaçant en 
meme temps la différentielle de la variable par sa déri- 
vée relative au paramètre dont il s’agit. 


Id. Troisième cas. — Expressions définies mixtes . — 
Pour simplifier le langage, nous distinguerons les va- 
riables principales cpii cntrenl dans une expi'cssion défi- 
nie mixte, en «Umx catégories; nous appellerons variables 
de substitution celles qui sont l’objet de subslilulions ou 
par rapport auxquelles on substitue, et variables d'inté- 
gration celles par rapport auxquelles on intègre. 

On trouvera dans tous les cas la dérivée d’nnc expres- 
sion définie mixte, en appliquant tonvenableinent et tour 
à tour les formules (4) et (8). Prenons, par exemple, 
pour point de départ la formule relative, aux intégrales 
simples 


T, \ ''"=1 

lenqilaçons \ ]>ar / ^ , et par con.séquenl 

O. 


,i \ I il.\ d\ fh 

t;. l 
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Cl faisons passer sous le signe de siibslitulion rclalii à le 
fadeur — i ce <|ui est peianis, puisque ce fadeur est iii- 
dépeiidanl de la variable y; il viendi'a 


d 
il y. 




d\ 

d y. 



dÿ Th. J 


lU 


■ Si dans celle nouvelle équation on renqilace \ par 
I \ tlz, d par coiisé(pient 


^/V 

d\ , 



par 1 

I V — , 

dr 

1 dx 1 

dx 


t t- * 


dV 



Ih 


f V-, 
*■1 


cl qu’on fasse passer les fadeurs — d sous les signes 


de subsfilutioii ou d’intégralion relatifs à la nouvelle va- 
riable Z, qui n’enlre point dans ces fadeurs, on trouvera 
de même : 



Par un [irocédé loiil à fait idenlique on établirait suc- 
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tessivcmeiil les l'ormules suivautes : 


d 

dy. 


r> r^'hldW d\ dx dV { dz dzdx\\ 

~LJr. 


14. Il est aisé de voir (ju’une suite d’opérations seni- 
hlables, convenablement choisies et exécutées, conduirait 
à la dérivée d’une expression définie quelconque. Partant 
d’abord d’une expression qui ne renferme qu’une va- 
riable principale , on passerait successivement au cas 
de deux, trois variables, elc., en mettant toujours à la 
plaee de la fonclioii V une nouvelle expression définie, 
ür, si l'on applique cette marche à un nombre suihsant 
d’exemples, et qu’on examine attentivement les valeurs 
finales des dérivées obtenues, on ne tarde pas à entrevoir 
la loi de formation des termes dont elles se composent, et 
à découvrir la règle générale de dérivation, qu’on peut 
énoncer comme il suit ; 

Règle générale. — Pour obtenir la dérivcc relàtive 
à ■/. d'une exprr.ssion définie, résultant d’un nombre 
quelconque de substitutions ou d' intégrations à opérer 
sur une fonction V, il faut : i" prendre en dedans des 
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signes de substitiition et d'intégration la dérivée totale 
de la fonction V par rapport à x; 2 ” ajouter au premier 
terme ainsi obtenu un nombre de termes égal à celui des 
intégrations , et dont chacun se déduit de F expression 
définie donnée.^ en changeant tour à tour le signe d’iti- 
tégration relatif à une variable en signe de substitution 
double correspondant, et remplaçant én même temps la 
différentielle de cette variable par sa dérivée totale rela- 
tive a X. Quant à la dérivée totale soit de \ , soit de 
x, y, Z,..., que doit renfermer un terme quelconque, 
elle sera formée, comme si chacune des variables de 
substitution qui entrent dans ce terme, était fonction de 
toiites celles qui la précèdent, et de x. 

15. 11 n’ést pas difficile de prouver que si celte règle 
est \ raie pour n — 1 variables, elle le sera encore pour n 
variables. Admettons, en edci, qu’elle est vraie pour une 
expression définie renfermant les variables principales 
x,y, Z,,. . . , s, et examinons d’abord ce qui arrive, si 

l’on remplace \ par/ V dans la dérivée de cette expres- 

sion. Le signe / prend plàçe dans tous les termes à la 

suite des autres signes de substitution et d’intégration, et 
tous CCS termes conservent leur forme, à l’cxccplionchi pre- 
mier, lequel d’après la règle générale devait renfermer la 
dérivée totale de V relative h x, formée comme si chacune 
des variables de substitution était fonction de toutes celles 
qui la précèdent et de.x, et qui, actuellement, renferme la 

j‘t 

dérivée totale de / \ prise dans la même hypothèse. Mais 

.si l’on développe celle nouvelle dérivée totale, ou retrou- 
vera encore, sous le signe de substitution relatil à I, la 
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dérivée totale de V, prise cette fois, ainsi que cela doit 
être, sous la roudilion que la relation de .dépeiidan<'e 
rétrograde entre les variables cle substitution s’étend à l^ 
variable t. La dérivée de la nouvelle expression déiinie à 
n variables, du moins lorsque la n“"“ variable est alfectée 
d’un signe de substitution, rentre donc toüi à fait dans la 
règle générale^ 

Il en sera de même, si cette nouvelle variable est affec- 
tée d’intégration. En eÜet, si nous remplaçons V par 

I \ fh dans la dérivée de l’expression déiinie à n — 1 

variables, le signe 

suite des autres signes de substitution et d’intégration, et 
, tous les termes conservent leur forme, à l’exception du pre- 


X' 


s’introduit dans chaque tenine à la 


inier, dans lequel la dérivée totale de I ^ dt doitreiii- 


placer celle de V. Mais, en effectuant les calculs, on re- 
connaîtra que ce premier terme se partage en deutf autres, 
l'enfermant d’un la dérivée totale de \ alléctée du signe 


intégral I , l’autre le produit de V par la dérivée totale 
* 

/'s 

de /, ^affecté du signe de substitution/ ; cl ce résultat 

est ]iarfaitemenl conlorme à la règle générale. 11 est donc 
bien prouvé que, vraie pour n — 1 variables, celle l'ègle 
l’est encore pour n variables; or elle est vraie évidem- 
ment dans le cas d’une» seule variable; donc elle le sera 
quel que soit le nombre des variables. 

Nous avons supposé jusqu’ici que l’expression à dilfé- 
reniier ne contenait que des signes de subslilulion double ; 
niais on jiourrait évidemment l(\s remplacer Ions, ou en 
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partie, par des signes de substitution simple, sans avoir, 
rien à changer à la série des raisonnements qui p'écèdent. 
La règle établie conduira donc également à la dérivée des 
fonctions déûnies renfermant des substiliilions simples. 

16 . Il ne sera pas inutile d’indiquer en peu de mots 
comment on peut arriver plus directement à la règle gé- 
nérale que nous venons d’établir. S’il s’agit de dilféren- 
tier une expression définie mixte, ne renfermant que des 
substitutions simples, on pourra lui donner d’abord la 
forme d’une intégrale définie (n“ G), et appliquer ensuite 
la règle de la dillérentiation des- intégrales, ou la for- 
mule ( 8 ). Supposons, pour fixer les idées, qu'il s’agisse 
de dill’érentier l’expression 


r‘ i‘' r'' 

*=/ i I i. 


D’après le n"' 6 , il est permis de su[>primer 
de .substitution et d’écrire simplement 


les. signes 



ydldy, 


pourvu qu'on ail fait préalablement .r=X| et 3:^3, 
dans celles des fonctions V, t,, j, , y^, où entrent 
l<'s variables x et z. On aura donc, toujours en admettant 
eette même hypothèse, en vertu de la formule ( 8 ), 



d\ 

dr. 


pourvu (|ue, dans la formation des dérivées totales 

L 011 tienne compte des substitutions sous-en- 


1 I. 

V'iy 1 

1 dA.\ 
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tendues. Or, puisque les variables a: el^, devenues x, et z,, 
entrent dans la fonction \ et dans les limites t,, t,, repré- ‘ 
sentées toutes deux par la lettre t dans la dérivée syinbo- 

J> et que la première des deux variables entre 
seule dans les limites j, etj;,, représentées toutes deux 
par la lettre y dans la dérivée symbolique [S] > les va- 
leurs ell’ectives de eés trois dérivées seront ; 

I rfV I jrfV dV dx 

I d% J / I ■ I dx dx dit dt \i-/ x ^ dx dx } j’ 

Lrfx J I I fdx~^dxdx~^dz \rf x dx </* / j 

l = rY^ -4- ^ 

|_rf* J I \rfx dx dx) ■ . 

Si l’on introduit ces valeur.? dans la dérivée el qu’on 

dx 

rétablisse les sipiies de substitution, on obtiendra défini- 
tivement 



dS 

dx 



dx^ dx dx dz\dx dx dx 


i jd/djr 


Comme les expressions définies qui renferment des sub- 
stitutions doubles, se partagent en plusieurs expressions 
ne renfermant que des substitutions simples, et dont cha- 
cune donne une dérivée exactement de même forme, sauf 
les limites diflërentes accolées aux signes de substitution, 
la formule'préeédenle subsisterait encore si l’on c hangeait 
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les .subslilutions simples 



en subslilutions tloubles 



Pour peu qu’on réfléchisse à la marche suivie dans cei 
exemple, on est bientôt convaincu qu’elle conduira à 
la dérivée d’une expression définie quelconque, renfer- 
mant avec les intégrations soit des substitutions simples, 
soit des substitutions doubles-, qu’il suffira pour cela de 
prendre la dérivée de l’expression définie, conimç si 
c’était une intégrale définie, en négligeant les signes de 
subslilulion, pourvu que dans la formation des dérivées 
soit de y, soit de t, s,. . . , on tienne compte des substitu- 
tions sous-entendues, en ce sens qu’on traite chacune des 
variables auxquelles se rappoileiit oes substitutions, 
comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et 
dex; dans le résultat ainsi obtenu on rétablira ensuite 
les signes de substitution à leur place primitive. 

On reconnaît sans peine que cette marche h suivre est 
précisément celle qui résulte de la règle générale déjà 
formulée. 

17. Nous allons montrer par quelques exemples com- 
bien son application est facile, \eut-oii, par exemple, 
la dérivée paç rapport à x de l’expression 



*. 

\dzdn 


on prendra d’abord la dérivée totale de V, en conservant 
les signes f f f-, on ajoutera à ce premier terme deux 
autres termes que l’on déduira de l’expression proposée 
en remplaçant tour à tour chaque difierentiellc Hz, dy^ar 
la dérivée totale de z ou de j' relative à z, et changeant en 
môme temps l’intégration relative à z ou;)- en substiiu- 
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lion double rories|ioml.iute. On aura dont; 



Coninu- dans la formation des dérivées totales, entourées 
des accolades J, il faut toujours regarder chacune des 
variables de substitution comme uüe fonction de toutes 
celles qui la précèdent et de z, les valeurs de ces dérivées 
seront : 


dV 

dV 

d V d.r 




-4~ — 

77 

dy. 

dx dv. 

\ ttz 

dz 

dz dx 


— _ 

“4" ■ — ; — ^ 

\dy. \ 

d y. 

dx d y 

Vdy 

_ -<iy 

dy dx 

\dy. 

dy 

dx d y 


On arrive ainsi au résultat suivant, tju’oii aurait pu dé- • 
duire immédiatement de la règle générale: 


f 

II 

Vdzdy 

> 

f 

d\d.r\ 


d.r dr. 1 

’1’\, (dz 

dz dx \ 

1.7 

dx d y J 


dy dx\ 
dx dy) 


A la vérité ce n’est là qu’une formule abrégée et sym- 
bolitjue; mais il suffit de décomposer les substitutions 
doubles eu substitutions simples correspondantes, et de 
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rem|J.n'er Ifs dérivées syiiiholiques des variables x,y, s, 
par les dérivées réelles des limites a:,, .r,, y,, y,, z,, 
qu’elles représentent, pour arriver à la valeur ilélinilivat 
de la dérivée cherchée : 



f/it/t 


rh 


_ r,h\ ,h, flCr, 




-iri 
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ConsidcToiis encore l’expression clétinie 



artectée à la fors de signes de substilution simple et 
double; sa dérivée relative à •/. aura pour valeur symbo- 
lique 

dy. I Ij- J g 1^* dæ dy dy\dy dxdy/^ 

r ' l\ \È. — 

|f/x dx dx dy\dx. dxdr) \. 

Le premier terme renferme la dérivée totale de V prise 
en regardant chacune des trois variables x, x comme 
fonction de celles qui la. précèdent, tandis que pour la 
dérivée totale de z, coiiienue dans le second terme, celte 
dépendance rétrograde s’étend aux quatre variables 

Z. 

Cette équation symbolique deviendra" une équation 
réelle lorsque, après avoir décomposé les substitutions 
doubles en substitutions simples, on aura remplacé les 
dérivées symboliques des variables j:, j, z par les déri- 
vées réelles qu’elles représenle’nt, ainsi que nous l’avons 
fait dans le premier exemple. 

Ces deux exemples sulfîscul <à éclairer l'application, 
de la règle générale du n" 14, et à montrer combien les 
formules se simplifient par l’emploi des notations ad- 
niises. 

18. Intégrations par parties des expressions défi- 
nies, — Il arrive souvent qu’une expression définie ren - 
ferme en facteur sous les signes de substitution et d’inté- 
gration la dérivée w d’une fonction inconnue prise par 
rapport à' l’une dfes variables d’intégration, et qu’il faille 
la transformer de telle sorte que cette même fonction ne 
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soit plus diHérentiée tjuc par rapport aux variables de 
substitution. Afin de mieux expliquer comment on doit 
s'y prendre pour eirectuer celte transformation, coiisidé 
rons l’expression définie mixte 




lia . , 
R - dzde 
dx 


renfermant la dérivée de o) relative à la variable d’in- 
tégration X. Si l’on dilïérenlie par rapport à T, considérée 
comme paramètre variable, l’expression 


r r- 

c. 


. dz. 


e’esi-à-dirc ce qui dansTexpression donnée est all'ecté d’in- 
tégration relative à x, mais où w prend la place de on 
aura, en vertu delà règle générale du n" 1 i, 


d 

dx 




Les dérivées totales, entourées d’accolades, devant être 
formées, la première comme si des deux variables x, la 
seconde comme si des trois variables x, y, z, chacune 
était fonction de celle ou de toutes celles qui la précèdent. 


auront pour valeurs 

effectives 

l'f/.Rw' 

r/ Rw 

Ru djr 

1 dx 

dx 

dy dx 

[£] 

+ 

II 


tIo> 

(ix 


tiR 


fi . U w (h' 
(iy iix'' 


Si l'on introduit ces valeurs dans l'équation précé- 
dente, et qu'on intègre ensuite les deux membres entre 
les limites .r, et x, , après les avoir multipliés par dx, on 
CiiUut des Variations. 3 
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r'i"' r’’ {"'1^'' r-- '/« 

/ / / 

f.r, (v, 1 ^*, v'.r, 1^, f/i, . 

+ / / / 

l>, 1/5, ' - J 

m *‘ / ^/z dz dy \ 

““(s + ÎTsW • 


el en Iransposaiu 


1 I. i, " 5. /J »“"■ 

(.'.elle nouvelle cqualion réalise la transformation cher- 
cliée, puisque son premier membre est précisément l'ex- 
pression donnée, et que dans le terme du second merabri; 
où entre encore la dérivée de ti), celle dérivée est prise par 
rapport à y', qui dans ce terme est une variable de sub- 
stitution. 

Prenons pour second exemple l’expression 

/•*> d„> 

/ / J 

Ir, i/r, 

.... 

En dillércnliant par rapport h y rinlégrale | Rk^/c;, 


nous aurons 


dz 

dy 


Multipliant par dy, intégrant entre les limites ■y, et 
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el transposant, il vient 



et ce sera la transformation rherchée, quand ou aura 
introduit dans les deux membres le signe de snbstitu- 



19. Celle même marche qui conduit au but dans tous 
les cas, se traduit dans la règle suivante : 

Lorquune expression définie contient en facteur la 
dérivée d’une fonction w relative à une variable d’in- 
tégration X, pour la ramener à une forme où les dérivées 
de w soient toutes relatives à des variables de substitu- 
tion, i” différcntiez par rapport à x F expression entière 
soumise à l'intégration relative à cette variable, après 

y avoir remplacé ^ par o) ; 2 “ intégrez le résultat par 

rapport à x entre les limites x, et x,. L' équation à 
laquelle vous parviendrez ainsi, donnera, par une simple 
transposition des termes, la transformation cherchée. 

En effet, la différentialiou relative à x, premier 
temps de l’opération, donne une équation dans laquelle 
tous les termes contiennent, sous les signes f et f 
0 ) en facteur, à l’exceptipn du premier terme du second 
membre, qui renferme la dérivée totale relative à x d’un 
(■ertaiii produit Rca; or celte dérivée totale développée 

1, • T) H r ■ 1 

se composera d un premier terme K — et d une sene d(î 

termes ne renfermant plus que des dérivées de w relatives 
aux variables de siibstituiion. L’intégration relative à x 

3. 
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entrr les limiles r, cl a:,, second temps de i’opéralion, 

ramènera le terme en R ^ à l’expression définie don- 
née, en laissant dans tous les autres termes des dérivées 
uniquement relatives aux variables de substitution; donc 
une simple transposition des termes donnera définitive- 
ment la transformation cberchée. 


20. Comme application particulière, mais très-impor- 
tante de cette règle, proposons-nous de transformer l’in- 
t^rale multiple 



.(Izdyeij, 


de telle sorte que la fonction co n’y soit plus diflérenli«''e 
par rapport à une variable d’intégration. La dérivée rela- 
tive à X de l’expression fj". . .Ro>. . çst en vertu 

de la formule (8), p. ai. 



• R w , . . rfzrfx 



-H — ; ; 

Intégrant les deux membres par rapport à x entre les 
limites x, et X„ après les avoir multipliés par dx, et 
transposant, on obtient la formule de tran.sformation gé- 
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iiérale lies iiiléf^rales multiples : 


>^7 



(ies iraiisfonnalions sont ce qu’oii pourrait appeler 
l'intégration par parties des expressions déjinies, en rai- 
soji de l'analogie qu’elles ont avec le procédé connu sous 
CB nom dans la théorie des intégrales simples, procédé 
qui n’est au fond qu’un cas très-particulier des transfor- 
mations dont il vient d’être question. 


121. iNous croyons utile, en terminant cette leçon, de 
réunir d?ns un même tableau les formules de réduction, 
au moyen de l’intégration par parties, de toutes les es- 
pressiorts définies qui reiiferment au plus trois variables 
principales. Pour simplitier, nous ilégageons de leurs li- 
mites les signes d’intégration et de substitution toujours 
doubles ; mais chacun les rétablira sans peine, en se rap- 
pelant que les limites qui doivent afl’ecter un quelconque 
de ces signes sont celles de la variable qui lui correspond 
dans l’ordre des lettres, c'est-à-dire de la première va- 
riable pour le premier signe, de la seconde variable pour 
le secondj etc. 
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(a) . Expression définie relntive à la variable x : 

(b) . Expressions définies relatives aux variables x,y: 


èHi 


■.^^drdx.= 
dx ■ j 



(c). Expressions définies relatives aux variables x, 

///“:f>=///'>" 

n llilR dRdy dRidz f/îr/)\| , 

” J / / r 

fil I \rtiadr du I 


Roifly — 


riz dz dY\ ] , ^ 

Rj-ldx 

dx 


dK dKdz\ ^ , ^ , 


d oi dz 
dz d.r\ 


-IM. 

/ I ff R«rfï(<ï— fj 
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((J). Expression definie relative à la variable j : 

(e) . Expressions définies relatives aux variables j, z; 

(f) . Expression définie relative à la variable z : 

fB~ih=jRo,-J'^.iiz. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Delinition de lu variation d’une fonction. — Vuriation d'tiue fonction 
composée. — N'ariation d'uno intégrale raiiUiple. — ’l'ijansforraation de 
la variation d’une intégrale multiple. — Formule de M. Oslrogradsky . 
— Variation d’une expression définie (juelconque. 


'l‘2. iJaus le ealcul des variations, on considère cer- 
taines fonctions inconnues comme variables de forme, de 
sorte qu’elles puissent passer successivement d’tme valeur 
à une autre, sans que les variables x, y, z,. . . dont elles 
dépendent, cliangent clles-rtiômes de valeur. 11 faut 
d’ailleurs que ce passage d’une forme à une autre, qu’on 
pourrait appeler déformai ion , se fasse d’une manière 
continue, et qu’oii puisse, en partant d’une fonction don- 
née, arriver à une autre fonction quelconque. 

Pour réaliser d’une manière nette et précise un sem- 
blable changement de forme, le mieux est d’introduire 
une nouvelle variable indépendante z, ([ue nous appe- 
lons paramèlre-, afin de la distinguer des variables 
X, y, s,. . . , ([ui conservent le nom de variables princi- 
pales. On regarde alors la fonction proposée u qui doit 
changer de forme, comme une valeur particulière d’une 
fonction plus générale U, laquelle, en plus des variables 
principales X, , renferme le paramèlre indéter- 

miné Z, de sorte c[u’cllc se réduise à u pour une certaine 
valeur z» de z , et qu’elle puisse en outre représenter une 
infinité d’autres fonctions dex, jy, z,. . . , suivant les difl’é- 
rentes valeurs qu’on attribue successivement au paramè- 
tre Z. Considérée dans toute sa généralité, cette fonction 
peut donc être dillérentiée par rapport à z ; et les valeurs 
que preniientj lorsqu’on y fait z = Zo , les dérivées par- 
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f/-U 


4i 


,u 


servent à caractériser le changement continu de forme de 
la fonction u\ nous les appellerons variations de u du 
premier, du second, du troisième ordre, etc., ou sim- 
plement première, seconde, troisième, etc., variation 
de u, et nous les désignerons respectivement par 

Su, S^u, S^u,. . .. 

Ainsi du, ou la variation du premier ordre de la fonction 
u, est précisément la valeur que prend pour x = Xj la 

dérivée partielle^^; de même la variation du second ordre 


r^-'U 


d’n est la valeur de la dérivée — pour x = x», et ainsi 

des autres. Ces variations doivent être regardées comme 
de nouvelles fonctions, entièrement arbitraires, des va- 
riables X, J, Z,. . ., toutes les fois que le changement de 
forme de la fonetioii u n’est assujetti , par la nature du 
problème, à-aucune restriction particulière. En effet, on 
peut toujours assigner à U une forme telle, que scs dé- 
rivées partielles relatives à x, jusqu’à un ordre quelcon- 
que n, prennent pour x — x» telles valeurs qu’on voudra. 
11 suffit pour cela de définir U par l’équation suivante : 

U = « H — <i[x, >, Z,...) H — — X + 


. 2 . 3 ... « 


“>• • Z,- • •)]> 


dans laquelle F(x,x,j-, z:,...)'cst choisie de manière 
à s’évanouir pourx = xo, et (p,Xf ■ fonctions 

quelconques. Nous admettons toutefois que ces dernières 
fonction.s, et par suite les variations de u des différents 
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ordrc's, restent finies et continues entre les limites des 
variables que l’on considère. 

23. La fonction u venant h changer de forme, ses dé- 
rivées prises par rapport ânx variables x, z,... de- 
viennent de nouvelles fonctions, susceptibles à leur tour 
de changer de formes, et qu’on peut idcntilier avec les 
valeurs particulières que prennent pour y. — Xo les déri- 
vées correspondantes de la fonction plus générale U. On 
trouvera donc la variatiort d’une dérivée quelconque de 
U, en différentiant par rapport à X la dérivée correspon- 
dante de U, et faisant ensuite x = Xo. Or, comme toutes 
les variables x, x, j', r,.,. sont indépendantes entre 
elles, le rang dans lequel on effectue les différentiations 
successives reste arbitraire ; il en résulte qu’on peut 
interv(,Ttir à volonté l’ordre des opérations indiquées 
par les caractéristiques ri et d, de sorte rju’on a, par 
exemple, 

(ISti ' ^ du dSu , d' U d^Su 
dx dx ’ dy dy d.rdr d.rdy^ 

et , en général , 

. „ ••(î"// 

dxP dy-l dz’’ . . . dxP dy> dz' . . . 

24. Considérons maintenant tine fonction composée \ 
(jui renlerme, d’une manière connue, plusieurs fonctions 
U, e, H',..., avec leurs dérivées successives , et conce- 
vons que ces dernières fonctions contiennent toutes un 
même paramètre arbitraire x, de manière qu’elles chan- 
gent de forme lorsque ce paramètre change de valeur. 
Cela posé, V contiendra implicitement ce même para- 
mètre X, ou sera fonction de x, et l’on trouvera sa varia- 
tion eu prenant sa dérivée partielle par rapport a x , 
d’après la règle ordinaire de la différentiation de.s 
fonctions composées et faisant ensuite x = Xo, cequi rc- 


Digitized by Google 



VARIATIONS DES FONCTIONS COMPOSÉES. 4^ 

vient à remplacer les dérivées ^1 par les varia- 

lions âu, âu, Supposons, pour fixer les idées, que V 

contienne seulement deux variables principales x, y, et 
deux fonctions n, i' de ces variables avec leurs dérivées 
successives; désignons respectivement par L, M, N, P, Q, 
R, S, T,. . N', P, Q', R', S', T', les dérivées partielles 

du du d’it d‘‘u d’ U dv 

de V relatives a x, r, u, — , —, — -, -j—i 

dx dy dx' dxdyr dy^ dx 

4-» \ ' de manière que sa dilférenliellc 

dy dx^ dxdy dy' * 

totale soit 


d\ :=z\adx Mf/j- 

», . .du _ ,dti „ .(Pu „ . (Pu _ .(Pu 
“t- N f/u + P -- — h Q d— — H RW -- — - -|— S d — — — — H T d — — -H . . • 
dx dy . dx' dxdy dy' 

(iv dv (l^v d}v d}v 

-h N'd- + P'd-- -t- QV- -I- R'd— 4- S'd— — + T'd— -f- ... 

dx dy dx^ dxdy dy^ 

la variation de V du premier ordre sera évidemment 


-ÎV = 

^ -.du ^ ..du ^..d'u ... (Pu .....(Pu ■ 

N 0 U -t- P 0 — — h Q -y — h R 0 ~y— -|— S ^ ~Z — — (- T 5 , _ -f- ■ . • 
dx dy dx' dxdy dy' 


. » - de , dv ,.(Pv d'v , . d’ I' 

iS '3v -HP.'d' — + Q'^ -- -4- R'^ — -4- S'd' + T'^ — + . . . 
dx dy dx' d.rdy dy' 


OU bien, en transposant les signes det d, 

sy = 


.. do U ..dS U 

IVdiH- P -— 4-Q 

dx d, 


(P S U ..d'Su 


... dnv d^v ,d^$v , d‘^v 

-I- V' — ^ Q' _ R' + S' 4- r -î- 

// »• dy fi 'T- ! 


dx- 


dxdy 


dy^ 
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En pivnaiil les dérivées successives, ou li'ou\crail sans 
difliruhé les varialions des ordres supérieurs; il esl donc 
inutile de s’y arrêter. 


23. Considérons encore l’intégrale définie 



. . . V . . . dzdydx , 


dans laquelle les limites de chacune des variables 
■v,y, Z,... sont des fonctions des variables qui la pré- 
cèdent, dans laquelle, en outre, ces limites, ainsi que les 
fonctions inconnues m, t', renfermé<’s dans l’ex- 

pression V, se déforment avec les valeurs du paramètre x, 
en donnant naissance aux variations 


fa:,, (îy^,, (îz,, îz,,.._, Su, Sv, Stv , . . : . 

L’intégrale proposée étant elle-même fonction de ce pa- 
ramètre, pour obtenir sa variation, ou dérivée par rap- 
port à X, il suffira de remplacer dans la formule (8), 
p. ai, les dérivées relatives à x par des variations cor- 
respondantes. Pour abréger, et par une convention ana- 
logue à celle du n“ 7, nous ferons usage, en les faisaiit 
précéder d’un signe de substitution, des symboles 

Sx, Sy, Sz,..., St, 

qui en eux-mêmes ne signifient rien, puisque les varia- 
bles principales x, y, z,. . . , l sont indépendantes de x, 
jKJur désigner les variations des limites inférieures ou 
supérieures des variables de même nom ; en d’autres ter- 
mes, Jx, dy, âz , . . . , sont des fonctions quelconques, la 
première de x, la seconde de j", 7 ', la troisième de 
X, J-, Z, etc., assujetties à la seule condition que leurs 
valeurs limites coïncident avec les variations des limites 
des variables principales. Cette conveiition ou définition 
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admise, on aura 

/ ^, /-r. ir. jj, 

(î.c=aa-,, / ox=fÎj,, / Sr = 3r,, I = 

ei aussi, par exemple, 

1-^. f}', Kl /*^i 1^, ri, 

I I KSx.dy=l I R3x,.f/y — / j RSx,.e(y, 

en faisant remarquer que la signification d’une variation 
symbolique àx, comme celle d’une dérivée symbolique 
dx 

— , est suffisamment déterminée par le signe de substi tu- 

tion qui précède, alors même qu’il en serait séparé par 
d’autres signes de substitution ou d’intégration, ou par 
un facteur quelconque. 

Cela posé, la variation d’une Intégrale multiple sera 
donnée par la formule ■ ' 

3 J I 'J^ \.dt...dzdrd.r 

J fx, 1», 

I I I '*'1 .dt. , ,fizdrtlr 
■r, «/>•, v'e^ t/W, 

•a:s: ( 

/.Tl r‘, 

^t, U -i, ' 

./'■ r I 

Ir, «-'x, î, 


(') 


V3(.. .dzfh d.r 


\3z.dt . .. dydx 


ySr-dt. . .dzdx 


\3x.dt.. .dzdr. 


2(». Cette formule sé simplifie considérablement dans 
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ccrlaiiis cas (juc lam leiiconlre irès-souvcnt dans lus a[>- 
plications. Supposons d’abord que les valeurs j', cl y, de y 
coiTcspondanics aux valeurs limites de x deviennent 
égales entre elles, de sorte qu’on ait 




le dernier terme de la forinule sera identiquement nul 
et disparaîtra, parce (jue, dans le sens des son champ 
est ‘nul. En ellet, si l’on fait, pour abréger. 


- r 


.t ■ =1 .r. . 



Ht 

■*'i =1 

>1=/ 

Ira (n“ (î ) la 

forme* 

•y; 


J f ■ 

* 1 

' 1 * 



zr/r 


■t. r, I c-'s, c-'/, 


et les deux termes de eclte iTansforinéc s'évanouisseiii 
évidemment, parce que dans l’hypolhèse de y\ , 

t", = )'^ , les deux limites de la dernière -intégration sont 
les mêmes. Ce cas se présente en particulier lorsque l’in- 
tégrale est limitée dans le sens des variables x,j' par une 
courbe fermée et contiuue. L’ordonnée étant, en effet, 
nécessairement tangente à la courbe dans les deux points 
correspondants aux valeurs extrêmes de l’abscisse x, les 
deux limites^, et r* de on ces points sont identiques et 
se confondent. 

De même, si les valeurs de z, et Zt deviennent égales 
entre elles pour y =yi et / = ) s , l’avant-dc-Tnicr terme 
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de la formule ( i) se réduira à zéro, parce fjue, eu vertu 
des'égalilés 

r- P’ 1 ^. 

I Z, = J Z,, I Zt=l Z,, 

sou cliainp est nul dans le sens de z. C’est ce qui a lieu 
lorsque l’intégrale est limitée dans l’espace, ou suivant 
les trois variables x, y, z, par une surface continue. Car 
de même que l’ordonnée y devient tangente à la courbe 
limite, comprise dans le plaua:^, aux points déterminés 
par les valeurs extrêmes de x, l’ordonnée z devient tan- 
gente à la surface aux points qui correspondent aux va- 
leurs limites dey; et cette circonstance fait disparaitreà 
la fois les deux derniers termes de la formule ( i ). 

EuUn, si cette condition d’égalité ou de coïncidence 
des deux limites d’nne variable, correspondantes aux va- 
leurs extrêmes de la variable qui précède immédiate- 
ment, s’étend à toutes les variables principales x, y, 
ü, . . . , r, t, c’est-à-dire si l’on a j-, —yt pour x = x, et 
X = a J 5 z, = r, pour y =y'i et y = y^, etc., et enfin 
f, = t, pour s = Si et s = Si, tous les ternies, à l’excep- 
tion des deux premiers, disparaîtront de la formule ( i ),- 
et l'on aura simplement 


C'» /’*• • /•'« 

^ I I I ■ ■ ■ I V . f/f . . . <lzdydx 

r-’’ r*’ r'* ' 

= 1 I I ••• / ôV.dt...dzdydr 

Jj, t.5, Jt, 

r~' /'* 

-t- I I I •■■/ y ot . . . dzdydx. 

Jx, Jr, I î, It, 

C’est ce qui arrive eu particulier lorsque l'intégrale 
multiple s’étend à toutes les valeurs de x,y z,j . t (jui 
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vériiient riiiégalité 

hCo, 

L étant une fomaioii algébrique entière et de degré pair 
relativement à tontes les variables. Dans ce cas, en effet, 
les valeurs extrêmes des variables ou les limites des inté- 
grations successives se déterminent de la manière sui- 
vante : 

i" La première intégration relative à r doit s’étendre 
,\ toutes les valeurs de cette variable qui, pour un système 
quelconque de valeurs de x, jr, z,..., s, satisfont à 
l’inégalité L o. Or comme L, fonction finie et continue 
de la variable t, ne peut cesser d’ètre plus petite que zéro, 
sans devenir égale à zéro, les valeurs extrêmes de t doi- 
vent évidemment vérifier l’équation L = o, (jui donnera 
ainsi les limites t, et t, exprimées en fonctions des va- 
riables X, y, Z,..., A, ces premières variables restant 
encore indéterminées, et les intégrations suivantes devant 
s’étendre à tous les systèmes de valeurs qu’on peut leur 
assigner sans que "les limites de tirées de l’équation 
L = o, cessent d’être réelles. Mais comme ces deux li- 
mites, racines d’une même équation algébrique, ne peu- 
vent évidemment passer du" réel à l’imaginaire sans de- 
venir égales entre elles, il en résulte déjà qu’on aura 
= f, toutes les fois que l’une quelconque des variables 
précédentes x, y, z, . . . , s atteindra sa valeur limite. 
C’est au reste ce qpe nous allons constater directement 
pour la variable s. 

2 ° La seconde intégration relative à s doit s’éteudre'à 
toutes les valeurs de s qui, pour un système quelconqüe 
de valeurs des variables précédentes x, y, z,..., vé- 
rifient l’équation L = o ; les valeurs limites 5j et s, seront 
donc la plus petite et la plus grande des valeurs que la 
variable s peut recevoir danscetie équation, lorsqu’on v 
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fait varier simultaïuTnent .1 et t. Pour trouver ee iiiini- 

miim ou ce maximum, il faut, comme on le sait, dillë- 

rentier l’cquation L = o relativement aux variables s et 1 , 

. . (Is . . rfL 

et faire ensuite — = o, ce qui entraînera — = o, équa- 


tion qui, jointe .à la précédente L = o, déterminera les 
valeurs limites 5, et j, en fonctions de .r, y, z,. . r, 
pourvu qu’on ait d’abord éliminé t entre ces deux écpia- 
tioiis. Or la valeur de t qui vérifie ÿ la fois les deux 
équations 




est nécessairement une racine double de la première équa- 
tion L = o-, il en résulte que celte équation, qui donne, 
dans tous les cas les limites de /, donne dans ce cas parti- 
culier ou lor.sque s atteint ses valeurs extrêmes .v,, s,, 
sous forme de racine double, deux valeurs égales 
ainsi f|ue iious l’avions prévu. 

.Soit L'= o, l’équation résultant de l’élimination de t 


entre les équations L 


■ = o, et qui doit fournir 


les limites de s exprimées en fonctions des variablès pré- 
cédentes Z,. . . ,i\ ces variables restant encore indé- 
terminées et les intégrations suivantes deiant s'étendre à 
tous les systèmes de valeurs cpi’on peut leur assigner sans 
que les limites de .c, tirées de l’équation L'= o, cessent 
d’être réelles. Comme .r,, .r, ne peuvent pas passer du réel 
.à l’imaginaire sans devenir égales entre elles, on en con- 
clura que .t, deviendra égale à 5* chaque fois tpic rune 
«ptelconque des variables précédentes atteindra sa valeur 
limite. Cette conclusion .sera du reste vériliée en tant (pi’il 
s’agit des valeurs extrêmes de r par les considérations sui- 


vantes. 


.V* Les limites r, et r, d<! variable de la troisième iii- 

l'iilt'ttl des Yarinlions. , 4 
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tégratioii, sont de môme la plus pelile et la plus grande 
des valeurs de cette variable (jni satisfassent à l’éqnation 
I-.'=o, lorsqu’on y fait varier simultanément /• et les 
variables précédentes x, y, 5,. . restant quelconques; 
r, et /', seront donc déterminées par les deux équations 


L'=o, 


tiV 

ils 


ou par l’équation L"=o, que l’on obtiendra en élimi- 
nant s. Mais la valeur de s qui vérifie à la fois les deux 
équations 



est nécessairement une racine double de la première 
L'=o; donc les valeurs de Si et s,, qui correspondent 
aux valeurs extrêmes de sont égales entre elles. 

En continuant de la même manière, ou verra que les 
deux limites d'une variable quelconque se confondent ou 
deviennent égales entre elles, chaque fois'que l’iinc quel- 
conque des variables qui précèdent, atteint sa valeur ex- 
trême. 

Dans fout ce qui précède nous avons admis implicite- 
ment que chacune des équations L = o, L' = o, L"= o,..,, 
n’avait qu’une couple de racines réelles fj, tj, s,, s,, V,, 
.... S’il en était autrement et qu’il y eût pour 5, par 
exetnplc, quatre racines réelles 5,, 5?, ^3, Ai, que nous sup- 
poserons rangées par ordre de grandeur, on ferait l’inté- 
gration relative .à s en deux temps, d’ahord de .«i à .v,, puis 
de .?3 à .îj, c’est-à-dire qu’on partagerait l’int^rale en 
deux autres ; pour chacune de ces dernières intégrales il 
n’y aurait plus que deux valeurs limites de s et l’on prou- 
verait que ces valeurs deviennent égales, lorsque la varia- 
ble précédente r atteint ses valeurs extrêmes. 

n.ins le cas particulier où le champ de l’intégrale ne 
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(loil subir aucune dél’ornialion, les limites des variables 
lie devront plus contenir x, leurs variations seront né- 
cessairement iiulles, et la formule (i)_ se réduira à son 
premier terme 

o'J ’ I J" -jr V eU...dzdy,lx 

~ J ’S, ‘ f, 

27. Les variations des intégrales multiples doivent 
subir quelquefois des transformations qu’il importe d’in- 
diquer. Lorsque V renferme la dérivée d’une fonction 
inconnue u, sa variation dV renferme, comme on l’a vu 
(n°24), la dérivée de la variation du relative aux mêmes 
variables; il pourra donc arriver que, dans le développe- 
ment de la variation d’une intégrale, du soit différentiée 
par rapport à une ou plusieurs variables d’intégration. 
Nous allons montrer comment, par une Suite d’intégra- 
tions par parties, on peut faire cesser cette anomalie, et 
arriver à des formules dont on puisse se servir immédia- 
tement dans les applications du calcul des variations. 

Soit 

+ . ' ' /I 

9 — — 

AxTch^di" . . . 

une dérivée de u contenue dans l'expression V’, cette dé- 
. rivée amènera dans la variation de V le terme 


. c/9 dx' dy^dz" . . . 

et dans la variation de rântégralc multiple (i), p. 4^, 
le terme 

I. f I, •'■dô dx'dy'’dzr./ --‘^^^'^-^’ 

dans lequel la dérivée de du est prise par rapport à des 

4. 
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variables tl'iiiiégralion. Pour le traiisfornier, posruis 
d’abord 

il (b'viciulra 



dztlrd.r. 


Eu applir|uaut le procédé d’intégration par parties, 
exposé n" 19, ou. développera celle intégrale eu une siiiio 
de termes dans lesipiels les dérivées de w ne seront plus 
prises par rapport à des variables d'intégration. Lorsijue 
dans ces termes on remettra pour w sa valeur, toutes les 
dérivées de àu prises par rapport à x, et qui devront su- 
bir une intégration relative à celte variable, seront au 
plus de l’ordre / — i , tandis que les dérivées de ou rela- 
tives à. y, Z,- • sur lesquelles porterontdes intégrations 
relatives à ces mêmes variables, seront au plus des ordres 
m, n,. . . . Une seconde transformation semblable abais- 
sera à l’ordre / — 2 les dérivées de ou prises et intégrées 
par rapport à x, sans élever les ordres m, n.. . des dé- 
rivées prises et intégrées relativement à y, z,.... En 
procédant ainsi pas à pas, en faisant pour les autres varia- 
bles de dérivation à la fois cl d’intégration ce que l’on a 
fait pour x, en étendant anx dérivées dés autres varia- 
tions (îi', 5n’, ..., les réductions que l’on a fait subir 
aux dérivées de on arrivera enfin à l’expression ré- 
duite et définitive de la variation de l'intégrale proposée. 


28. Il suffira d’un exemple pour montrer l’application 
de ces principes. Prenons l'intégrale triple 



d^ S H 

drilydz 


dzdyd.T, 


et proposons-nous de la il atisformer de manière que àu 
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UC soit plusdiiréreiUicé cl intcgrée par rapport à la môme 
variable. En appliquant les formules du n° 21 , et elfcc- 
luaul d’abord la réduction relative à x, on trouve 

r* ,P$u _ , 

i, i, i, 

r’ c^' C“' 'Pi" , , 

=/ J 

h, Jz, 

C‘' ilyii‘Su . , 

«/X, O', Jz^ '' 

r'' dz d'Su , , 

-i, i, , 


■ C^' r~‘dRd’Sie 
(Le dydz 


dzdydj:. 


y, 


Dans tous les termes, à l’exception du second, les dé- 
rivées de du sont encore prises et intégrées relativement 
h y, mais une nouvelle transformation donne 

f*’ d’Su , , F' dSn , 

r^’ dz dsu , 

-J / 

> dj, h, 

(h (Lia, 


-ri> 


dz dSii 
d.r dz 

dR dz \ dz 
dz dy j d f 

dz dz d-Sit 


fdR 

dy 


f/^Z 

\ do U 

dxdt 



dx dy dz- 
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r-’' r-’f/Kiz-fhi 


iljc dyilz 


J 'I 


ilzdy 


(Le dz 




dz 


r^'l‘-dKdi dâu 

X, L, ■’ 


-n 


r^v/'R dSii 


dzd> ; 


^ dædy dz 

substituant ces valeurs et appliquant de nouveau l’inté- 
gration par parties aux termes qui contiennent encore 
des dérivées dedn prises et intégrées relativement à z, 
on trouve définitivement 


-n;ï(ï"*' 

X. /r. /*, ' 


-- $n ,tlz 


(le 


r, {•^■., 17 ^ 


Su . dzdy 


l.r, t/r, 

'•■^1 P i y‘z. 


-n 


dydz 

/' f/’R . dR dy dSu 
-—Su + -r- 




/j, t//", fs, 




/f/R f/z f/R f/z ^ f/R dz dz ^ d‘z \ dSu 

\ f/j: dy dy dx dz dx dy dxdy J dz 

dzdzfPSul , , 

— ; — • dyd.r 

dxdy dz' i 


R 


/• = r' / ■’ f/^R , , , , 

cv, c's, 
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Oii uu devra pas oublier que les dérivées 


dr dz dz d^z 
rlx ’ d.T ' dy^ dxdy ' 


soin des notations purement symboliques qui lepréseu- 
tent, soit 


soit 



dz, 

dz, 

d^z. 

dx ’ 

dx 

dy' 

dxdy'* 

dr-i 

dz^ 

dz. 

d^z. 

tlx ’ 

dx ’ 

dy ’ 

dxdy 


selon le signe de substitution qui les^allecte. 


29. La variation d’une intégrale multiple, (i) p. 45, 
prend une forme plus simple, lorsqu’on fait usage de cer- 
taines fonctions arbitraires Dx, T)y, Dz,. . ., Dt, que 
nous débnissons de la manière suivante: Dx est une 
fonction de x qui se réduit à dx, pour x = x,, et h dx, 
pour x = X,; Dy est une fonction de x, y, qui devient 

dj, -I- Dx pour j=j,, et dy,+ ^ Dx pour j = 


Dz est de même une fonction de x, y, z, qui pour z = z, 


dz 


dz, 


se réduit à dz, -f- ^ Dx -t- Dy, et pour z == z. 


(i 


fix 

dzi 


dz, H — Dx H — ~ Dr; et ainsi de suite. A ces restric- 
dx dy ' 

tions près, les fonctions Dx, Dy, Dz,. . ., sont entière- 
ment arbitraires De la définition même de ces fonc- 


) Ces mêmes fondions se présentent ii un autre point de vue comme 
des î'ar//T/<o«5 de ^ , J ; c’est pourquoi nous les avons dési(;nécs par la 
lettre D. 



56 

lions il l'csiillc 


VIKS VAUIAÏIOÎIS. 



or, 

Dx, 





Introduites dans la ionnule (i) (n" 25), ces valeurs lui 
lont prendre la forme suivante 



dans laquelle — ? —, — sont d(;s dérivées svmbo- 
' dx dx dy 

liqiics ayant la même signilication qu’auparavant. Cela 
posé, pour parvenir <à la formule plus simple à lac|uelle 
nous avons fait allusion, il ne reste ])lus qu’à faire dispa- 
raîlrc les signes de subslilulion ou à les leirijil.ieer par des 
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bif'iies il’iiitcgi alioa, ensuivaiil la inardie (jue nous allons 
indiquer. On a d’abord généralcineni 


T’ , 

/ I 

l.r, t X, 


et, par cunsequeni, 

/'t 


. . .VDx . .,hdf 


■‘i •■’r, 


.-à-h- 

*/x, 


.Mais 


d 

tix 


-n 


...\ Üx:'-^ dz 
a.c 


/*• dz 

.VD.r dy. 


on aura doue, en substituant, 



dzd) 


r/(Vl)x) 


dx 


■ • ■ ilzilyi/x 


i / 

d.r^ «-O'i h, 


:... dzdr 


Da:. . ..ilyd.r 
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Cl, j)ai' suite, 

= r-- 

yilx 


.'i, '.l.'X 

... (d V H j . ■ .ilzilj iU- 

-, '' ‘J: y 

-h J I jf . . , V I)/ . . i/zt/x 

»'J-| e-'j, h, ' J J , 


Le signe de substitution relatif à x a disparu; pour laire 
disparaître de même le signe de substitution relatif à 
multiplions les deux membres de l’équation 


, J,. ''■> 


■/: 


dz 


par dydx, et intégrons par rapport k y et x, entre les 
limites J",, y,, et Xi, x, ; il viendra 


VDj" . . . dzdx 


m -'. 

= r P Ç\./^JÛ..:.dzdydx 
Jx, Jy, 1 , 

d. i, 7, ■ 


Celle valeur substituée dans la variation de l’intégrale lui 
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- fait prendre la forme 


o'jf ' • V. . .dzdydx 


<IT- 

<Ti: 


SV ■ 


rffVDj;) r/(VD/, 


il.c 

■ VDz. . .dydx 


dy 


) . . . dzdy 


qui ne renferme plus de substitution relative à y. Luc 
troisième transformation tout à fait semblable fera dispa- 
raître de même le signe de substitution relatif à et en 
procédant ainsi on obtiendra définitivement 


(2) 


dx, Jy, J Z, 


. . , V.. . .dzdydx = 


r.. 

d(VDy] 

rf(VDïl , \ 

X 

,lx dy ^ 

dz "J 


. . . dzd\ dx , 


formule trouvée d’abord par M. Ostrogradsky ('*'). 
Quoique elle présente sous une forme très-simple et très- 
symétrique la variation complète d’une intégrale mul- 
tiple, cette formule a l’inconvénient de renfermer les 
dérivées de plusieurs variations prises par rapport aux 
variables d’intégration. Avant de l’appliquer, il faudrait 
donc faire cesser cet inconvénient à l’aide de l’intégra- 


( •) Dans les Comptes vendus de V Académie des Sciences^ Paris, 1860, t. L, 
]>, 85 , j'ai donné de cette même formule une dcrnon'stralion directe 
4*1 trcs*simplc, fondée sur un chaiigoment de variables indépendantes, 
niais qui par cela même ne ronvionl i|u'au cas particulier où le champ 
de l'inU*(;rale est limite d'mie manière continue dans le sens do toutes les 
Ta riables. 
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lion par parlics (u” 18); or si l’on commençait par ré- 
duire les dérivées de , I)z , Dy, l)jc, ce serait précisé- 
ment suivre une marche inverse de celle qui vient de 
conduire à la formule ( 2 ), et revenir à l’équation (i) 
d’où l’on est parti. Celle-ci, par conséquent, est plus di- 
rei'tement applicable, et c’est la seule dont nous ferons 
usage désormais. 


30. La variation d’une expression définie quelcomjue 
S s’obtient exactement de la même manière que celle 
d’une intégrale définie. Appliquant la règle du 11 “ 14, on 
jirendra d’abord la dérivée de S par rapport à x, en sup- 
posant ce paramètre contenu dans toutes les fonctions va- 
riables de forme, et on donnera au paramètre x la valeur 
particulière ce (jui revient à remplacer les dérivées 
l’elatives à x par des variations correspondantes. On aura, 
par exemple, en comprenant toujours les valeurs limites 
des variables parmi les fonctions qui changent de forme 
avec X, 



,î / / I \fh(lx— I I (' 

tU, (r, «/î, • tr, ' 


tiy \ 

(îV H — •- 3 J- jf/zrfx 

f/} > 
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Quand on aura décomposiî les signes de subslilution 
double en signes de substitution simple, on donnera aux 
variations symboliques 3x, dj, àz leurs signiiication.s 
réelles dx,, dy, , dz,, on dxj, dy*, dZj, eonl'orméineiilaux 
conventions admises. La seconde l'ormule, par exemple, 
ainsi développée devient 



^ous n’avons pas besoin d'ajouter que la variation 
d’une expression définie quelconque se prêtera à toutes 
les réductions que nous avons fait subir aux variations 
des intégrales définies, et que ces réductions s’elicctueront 
dans tous les cas suivant la règle déjcà formulée (n“ 27). 

31 . On trouvera de môme les variations seconde, troi- 
sième, etc., d’une intégrale ou plus généralement d’une 
expression définie quelconque, en la difl’érentiant plu- 
sieurs fois de suite par rapportai! paramètre x, comme 
on l’a indique dans la deuxième leçon, et l’on amènera 
les variations obtenues à la forme qu’exige leur applica- 
tion immédiate, par le procédé sullisamment expliqué de 
l'intégration par parties. 

Mais il est temps de montrer par quelques exemples, 
choisis parmi ceux qui se présentent le plus souvent, 
comment on procédera dans chaque cas particulier à 
l’application des principes généraux que nous avons 
posés et des règles que nous avons énoncées. 
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QUATRIÈME LEÇON. 


\ arinlion d’iino inlogrnlc simple, double, triple. — Conditions d’intégra- 
bilUé des expressions difTéreiiticllcH û une, deux, trois variables in- 
dépendantes. 


32. Problème I. — Trouver la variation de l' intégrale 


déjinie simple 


dans laquelle 


H'-' 


v=/(.r, r, y, r", 

y étant une fonction de x à forme variable, et y' -, • 
ses dérivées successives . 

En verlii de la formule (i), j>. 45, on a d’abord 


y, 

= I - SV.dx ~hl VS.r., 


Désignons par P, P, , P,, . . . , P„ les dérivées partielles 
de \ n'iatives à y, y' ,y" , . • . , y*"*, on sorte que 

„ dV „ d\ „ d\ „ d\- 

P ='7"’ Pi = 7~, > ■ ■ ■ ' J i ■ 

dy dy dy dy^"> 

nous aurons (n° 2i ) 

dS y fPS y d“Sy 

S\=PSy-^V,-^ -+-V,—f + . . P„-pv> 
ttr dx^ dx" 
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.Cl par suite, en substituant, 


! d§Y 


•p« 




dx -i-j \Sx, 


expression qu’il .s’agit de transformer de telle sorte que 
les dérivées de âj ne soient plus airectécs d’intégration. 
En appliquant le procédé de l'intégration par parties 
( 11 °* 19, 27), on trouve : 

Par unç seule réduction 

• £ =[ ’’’■ ^ ’ -£ ’ S ’ 

par deux réductions successives 

etc; et enfin par « réductions successives 

J _r’/T> d\\d'‘--‘8r 

I d.r. \ " dx»-' dx dx»-^ 

d' P„ ^/"-‘3 r _ d'—'l\, \ 

"Sr" d.r»-‘ d:r"-' ' } 

-i 


Sr .dx. 


.Si ronsubsliiucces valeurselqueron fasse, pour abréger, 

' ' itx dx^ dx“ ’ dx» 

' ' dx d.z- ' rf.c'T' 




lîj, 

ti.r 


. ( ,'n-J 




(p„)=i’«, 
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la variation ilo 1‘ intégrale ilfvifndra 



Il importe de remarquer que eeite variation se compose 
de trois parties essentiellement distinctes les unes’ di^s 
autres, à savoir : i” l’intégrale 



dont la valeur dépend de la forme attribuée à la variation 
df, 3° l’expression 



(p,)^r-t-{P0 


fi s J 
dx 




d'‘-'Sx t 


([ul ne dépend pas de cette forme en géin'ral, mais seule- 
ment des valeurs que djr et ses dérivées surcessives jiis- 
<pi’<à l’ordien — t, inclusivement, prennent aux limites 
de l’intégrale, c’est-à dire pour j: —■ .r, et .T=r,r,: 3" les 
deux termes 



(|iii dépendent de la seule variation des limites. 

33. Entre les valeurs limites des variations et les va- 
riations des valeurs limites de y, y', y'\. . il y a cer- 
taines relations très-simples qui pi'riuetteni d’exprimer 


Digitized by Google 



VAlUATIOiyS DES I^TÉGKALÉS SIMPLES. 65 

les unes a» luoven des autres. Si l’on prend, en effet, la 
variation des expressions définies , 


on trouve (n“ 30) 

1 ('‘.y ' 

J ^'/ y =1 '(^Y'+y''^y, y=j '>Y+y's.r), 

I sj [r =1 sj 'y=l '($yyys.r], ■ 


(y 


En appelant, pour simplifier, n, r/, r/', ... les valeurs 
de x,jy, j', . . qui correspondent à l’une des limites 

de l’intégrale, ou .à l’une des exii-émités de la eourbt; 
plane dont x, y sont les coordonnées, on pourra rempla- 
cer ces deux .systèmes d’équations par le système unitpie 


'jr, = jSr -+■ t! o |, 
sn'z^jsy -h y Sî, 
5r>"=lsy+ysi, 


dans lequel le signe / indique la substitution simple 

de la limite de x que l’on considère. Il en résulte, en 

1 • I • - ^ / dSr 

transposant et ayant egard aux identités Oy , 

Calcul fies Vfi'ialions, 5 
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fi.r‘ 


I S t = Sy! ■ 
— S„'- 


)/t 

I fP^Y 
I d.T* 


n'SE, 


: Sji' — 


Ces relations font voir que dans le cas où la valem- limite 
Ç de X est invariable, de sorte que à^ = o, les valeurs 

limites rorrespondantes de âj, t , . • • . coïncident 

avec les variations des valeurs limites ri",. . de 

. . . Donc, si ces dernières variations étaient 
nulles en même temps que J|, pour les deux limites 
de l’huégrale, c’est-à-dire si les valeurs extrêmes de 
) devaient point variér nu chaii- 


.T,r,r , r 


,11 


ger de forme, les valeurs limites de âj, 


dSy 


d’-'S} 


djn dx’~‘ 

seraient également nulles, et la variation de l’intégrale (2) 
se réduirait à son premier terme 


5 S 


=r 


(P)iîr.c/-r. 


dl. Si \dx était une différentielle exacte, ou, en 
d’autreiî termes, si V contenait la variable x et les fonc- 
tions y. )', y',. . ., de telle manière qu’on pût ob- 
tenir l’inlégralc J\dx, indépendamment de toute forme 
particulière a.ssignée à la fonction y, cette intégrale serait 
(•lle-mème une fonction déterminée de .r, y, y',.... 
y("-’>; prise entre les limites x, , .rj, clic ne dépendrait donc 
que de ces mêmes limites et des valeurs correspondantes 
de y, y', y ", . . • , et elb' resterait constante quand 
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inèniE on ferait varier arbilrairement la forme de la fone- 
tioH V, pourvu que les valeurs limites de ^ 

y("-<) restassent invariables; sa variation serait donc 
nulle, quelle que fût la variation èy. Or, dans le cas où les 
valeurs limites de x, ne varient point, 

on a vu qpc la variation de l’intégrale se réduit au seul 
terme 


/ ’(P) 

â/.r 


fîrv/.l-; 


ce terme devrait donc s’évanouir quel que fût oy, ce qui 
évidemment est impossible, à moins qu’oii ii’ait identi- 
quement (P) = o. Réciproquement, si cette condition est 
remplie, la variation de l’intégrale ne dépendra que des 
variations des valeurs limites de x,y,y\ . . . ; l’in- 

tégrale définie sera donc elle-même une fonction déter- 
minée de ces limites, c’est-à-dire que l’expression \dx 
pourra s’intégrer immédiatement, quelle que soit la fonc- 
tion y. Pour que \ dx soit une différentielle exacte, il 
faut donc et il suffit que l’équation (P) = o, ou 


(Lr 


ffx' 


■ r/jr" 


: 0 , 


soit identique, quelque foi'me qu’on assigne à la fonc- 
tion y. 

Le calcul des variations conduit ainsi très-simplement 
à la condition d’intégrabilité connue d’une expression dif- 
férentielle \dx. 

3o. Dans tmites les applications du calcul des varia- 
tions aux intégrales simples, e’çst toujours l’expression 


{.P] 


dP, 

t/.v 


tix" 


qui joue le rôle principal ; il importe donc de l’étudier de 
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plus près. Elle renfernie, en général, les dérivées succes- 
sives de J- jusqu’à l’ordre in, puisque V et ses déri- 
vées partielles P, P,, Pj, . . . , P„ sont des fonctions de 
X, y, y', y" Daus un seul cas cependant elle 
n’atteindra pas l’ordre an; c’est lorsque V’, étant li- 
néaire par rapport à prendra la forme , 

A et 15 étant des fonctions de .r, j, j\... , Dans ce 

cas, en effet, la dérivée partielle P„ — A ne contenant plus 

d“9„ 

sa dérivée et par suite l’expression (P) ne 

saurait plus contenir On démontre même facilement 
qu'alors l'ordre des dérivées àe y dans cette dernière ex- 
pression n’excédera pas an — a ou que (P) ne renfermera 
pas la dérivée Cette dérivée ne pourrait, en effet, 

ligurer que dans les deux derniers termes de (P) oii dans 
la différence 

d"\>„ 

dX—' ~ dlc" ' 


Or, si l’on différentie n — i fois de suite par rapport à x 
la quantité P„_,, fonction explicite de x,y, y',..-, y"\ le 
seul terme du résultat qui puisse contenir la dérivée 
sera évidemment 






de même, si l’on différentie n fois de suite la quantité P„, 
fonction explicite de .r, i . r\- • • , le seul terme 


. '/P„ 


-( :«-•) 


coiiliondra *. Ainsi \e coeflScicnt de cetlc dérivéïr 


t 


Digitized by GoogI 


VAKIATIOAS DES IJNÏÉr.RALES SIMPLES. 69 

dans l’expiessioii (P) sera, au si^ne près, 
dP„-, dP, 

différence qui disparait en vertu de l’identité 
rfP„_i _ d’V _ ^P„ 

Uouc, toutes les fois que V estime fonction linéaire pac 
rapport à y^'’\ l’expression (P) est au plus de l’ordre 
•2H — .2 relativement aux dérivées de y. Cette disparition 
des termes en et est d’ailleurs évidemment 

une des conditions qui doivent être remplies pour que (P) 
soit identiquement 'nul, c’est-à-dire pour que \dx soit 
une différentielle exacte. 

36. Phobléme 11. — Trouvcrla variation de V intégrale.' 





ilans laquelle 


\—f[x, y,r',...,y"K -, s',..'., :(")], 


T et Z étant des fonctions de x h formes variables, et 
y', y,. . . , s', a",. . . , leurs dérivées successives. 

Désignons respectivement par P, P,, P, , . . . , P,„, les 
dérivées partielles de V relatives à J, y' y. y” , • ■ • , y^"'\ et 
par Q, Q| , Q, , . . . , Q„, les dérivées partielles de V re- 
latives à Z , z' , z",. . . , en sorte que 


V = 

d\ 

d\ 


dy 

P 



dy ’ 

‘ ' - dy' ’ 

* 1 

~ dy"'’"' 

•> * i»i 

dy'.”^ 


f/V 

Ih' 

d\ 

^•-d7' 

Q 

d\ 

> Q,. 

d\ 

"" dzW '■ 
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nous aurons 


^ rv (i^êr (i'"Sy 

(ISz d‘‘Sz fl"9z 


et par suite 




T> •> ri r. 






En intégrant par parties jusqu’à ce que toutes les dérivées, 
de âj et de tîz soient débarrassées du signe d’intégration, 
et faisant, pour abréger, 

(PI = P - ,'r 

dx dx‘ dx‘ ' ’ ' dx"‘ ' 


dx dx‘ dx‘ 


, rf"-' I*« 


(Pm) P/n y 

(Q,) = Q,_ , _ 


(0„)r-_-.Q„, 
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OU ubtiuiil ünalcineiit 


7 ‘ 


n 




|(Q,)(î; + (Q,) -J- 4- . 


(Q«) 


/x* 

H''- s Z 




/'V, 


Vax, . 


, qui correspon- 


37, Si Ton appelle Ç, tî, /)', . 

valeurs de x,jr, 2 , a", 

délit à l'une des limites de l’intégrale, ou à l’une des 
extrémités de la courbe dans l’espace dont x,y^ z repré- 
sentent les coordonnées, on trouvera, comme dans le cas 
précédent, en. prenant les variations des expressions 
/j) b'i (y"->" - J hr h",- - -1 <‘t transposant. 


(5) 


I S y = Sn — , 

j<iSy , , „ 






: Sri " — i)"(îç , 


I Sz = <îç 

/ dSz 
— =SX! 

I d’Sz 


le signe / indiquant la substitution simple de la limite 
de X que l’on considère. Ou en conclura que si les li- 
mites X,, Xj, ainsi que les valeurs co’rresjiondantes de 
J, y, y", . . . ,y'"'~^\ ■**»••• 5 ne doivent point 

varier, non-seulement les variations Jx, , dx,, mais de 

/■/fî t* 


plus les valeurs limites de dy. 


tLr 
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( I 9 z ( l ''~' 9 z .11 .1 

*1“*^ l’®*' 

mes adectés de substitution disparaissent et que la varia- 
tion ili' l’intégrale se réduit à 

■j(P)<l.r-t-(Q)a'.;rfx. 

38. ' Lorsque , est une différentielle exacte, de 

sorte que l’intégration puisse s’effectuer indépendamment 
de toutes formes particulières attribuées aux luiietions 

, 

J’, 2 , l’intégrale définie I \ est elle-même une fonc- 
tion déterminée des valeurs limites Aex,y,y\. . .,_y'"‘~‘\ 
2 , z',. si en outre ces valeurs limites restent 

invariables, l’intégrale est nécessairement constante et sa 
variation nulle, quels que soient d’ailleurs les change- 
ments de forme de y et de z, ou les variations dy, ; ce 
qui ne peut avoir lieu évidemment qu’autant que l’on 
ait identiquement 

(P) = o, (Q)-=o. 

Telles sont donc, dans le cas actuel, les conditions d’inté- 
grabilité de l’expression différentielle V^/x. 

39. Problème III. — Sot/ z une fonction r/cx, y, à 
forme variable, et p, q, r, s, t ses dérivées partielles 
du premier et du second ordre; soit de plus 

V=/(a-, X, 2, P, r, s, l), 
et cherchons la variation de l'intégrale ilouhle 

V= I f \drrU-, 

• •••, dr, 

les limites étant censées variables. 
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Désignons respectivement par N, P, Q, K, S, T les 
dérivées partielles de V relatives à z, p, < 7 , r, a, f, en sorte 
(jue l’on ait 

d\ d\ d\ „ d\ ^ 

N = — ,1> = — , Q = -7-> R=-7-. S: 

• dz dp dq dr 

la variation de \ sei a (n“2-4) 

d3z „'l3z d^Sz ,,d-3z li- 3z 

0 V = N 0 c -4- P — — I- Q — — 1- R ■ — (- S - ■ — h f — y - 1 
dj., dy d.r.‘ dxdy dy‘ 

et celle deU (n^Sfî) 

C""' r’ V . ^doz 


fi^Sz' d^oz 

— + 1 


,d^3z\ 

~hr) 


d} fix 


- r 7 V(î7.4/x-f-/ r Vo\r../r, 


expression qu’il s’agit de transformer, eh recourant à l’in- 
tégration par parties, de telle sorte que la variation eJz ne 
soit plus dillérentiée par rapport aux variables d’inté- 
gration (n“27). Celte transformation se fait immédiate- 
ment pour les deux termes qui contiennent les dérivées 
de <îz du premier ordre, car on a 
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Chacun tics trois termes qui contiennent les tlérivées tiu 
second ordre de la variation âs, exlf^e, au coniraire, deux 
séries d’opérations. Pour celui, par exemple, tpii contient 
,/‘3z 




-, ou a d’abord 


r- c'' ' V' r’’ <‘Sz 


• t/r liSz , 

R -4- dx 

ilx dx 




]iuis, en appliquant de nouveau aux deux derniers termes 
l’iiitégration par parties, - ' 




(r, 


/• d^Y dKdv dKdY'\, . 

R — --i -J 1 OZ.tlJ: 

dx’ dx dx dr <tx’ I 


^ .f , 1 

.1, :i 


’dR dSz 
dx dx 


f'F’ dr' dSz , 

■X, /r, ‘(y 

r'dh 

la-, i/T , 

^I^±3z.dx 




d.r dx 


r n 


d’R , , , 

Sz.ily dx , 

dx’ 
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Cl par suilCj en substituant, ' 



On trouv’era de même successivement 


i i J;, 


ilxcty 


Sz.it > itx 


iiyitSz\ 


r 

•x, VJ, 


itÿ, 


s Z. tir 


r r'’r^l: 

‘X c', 



/■ V'-^T , , 


.Substituant enliii aux (li\ers lei'ines de la variation Jli 
les valeurs translbrniérs tournics jiar les développements 
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nui jiréfètlciU, on aura délinilivenient 



M). Arrêtons-nous quelques instants à celte formule 
pour mieux discerner la nature et la portée de ses dilférents 
termes. Si x, jp, z représentent les coordonnées recti- 
lignes d’un point dans l’espace, l’équation j rrrjp, déter- 
minera une certaine courbe AC (yî^. i), située dans le plan 


Fifj. I . 



.« )•; y ^ ) , sera i'éipiation d’niii' seconde lonrbe lil); de 
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même Jes é<jualioiis .r = x, et x = x, représentent deux 
droites AB et CD parallèles à l’axe des j', et la surface 
ABDC comprise entre ces quatre lignes est précisément 
le champ de l’iutégrale double. Cela posé, pour obtenir 
une expression de la forme 



qui se décompose en 




Z étant une fonction quelconque de x et y, il faut faire 
tour à tour daus cette fonction y y = /s, et inté- 

grer Zc/x, après la substitution, entre les limites x, et x*; 
ce. qui revient de fait à intégrer Zc/x le long des deux 
courbes BD et AC et à prendre la dilfércnce des deux 
résultats. 

De même pour calculer l’expression 


égale à 





il faudra intégrer Zdy le long des deux droites CD, AB 
et prendre la dilfércnce des résultats. Enfin, toute ex- 
pression de la form<‘ 




est la somme ou la dilférence (h‘s valeurs de la fonction Z 
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l,•o^rl;spolu^alltt■s aux quatre .sommets A, 15, C'., I),ilu con- 
tour limite. 

Dès lors l’ensemble des termes de la variation <ÎU se 
jKirtage en trois groupes distincts : 

i" Une intégrale double qui dépend de la forme attri- 
buée à la fonction arbitraire âzj 

2 ” Des termes (|ui ne dépendent plus de la forme géné- 
rale de S Z, mais uniquement des valeurs que cette varia- 
tion et ses dérivées partielles prennent le long 

du contour limite ABDC ; ' 

3" Des termes en âxt, oj,, âjr,, qui proviennent 
de la déformation des limites. 

Dans les termes du second groupe on pourrait encore 
remplacer les valeurs limites des variations par les va- 
riations des valeurs limites, en partant des relations 
simples (n“ 30) 


riz 

tix 


âj 'z =/ '(âz-t-ÿ-ôy), 

/■"' riz /riSz ^ rl’z , \ 

/ rlr I \ r/r rly'^ 

.h 

rij Z = etc. 


î.r 

tir 


On verrait alors immédiatement que siles limites des 
intégrations ainsi que les valeurs (le z, p, <j eorrespon- 
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(laiites à ivs limites ne vaiienl nas nii ne elianeeni i>as de 

, . . .. , , . , USz dSz 

tonne, la variation oz et ses ilerivees — — i ——seront 

a.r dr 

nulles le long du contour A'BDC, et que par suite la va- 
riation de l’intégrale se réduira à son premier terme 





rf-R rf'S 



dx‘ dxdy 


d’T 

dr 




. dydx. 


■ii. On déduit facilement de ce qui précède la condi- 
tion d’inlégrabilité d’une expression ditlérentielle \flydx 
à deux variables indépendantes. En edet, s’il était pos- 
sible d’intégrer cette expression une première fois sans 
donner à z aucune forme particulière, ou de réduire 
l’intégrale définie double 

X -r, 

I \dyd.r 

à une intégrale simple prise le long du contour limite 
AHDC, U ne dépendrait plus de la foi me générale de z, 
mais seulement des valeurs que z, p, <j prennent sur ce 
contour. Donc, si les limites de a;, j' et les valeurs corres- 
pondantes de Z, />, (j ne devaient pas subir de déformation, 
l’intégrale L serait constante et sa variation nulle, quel 
que fût d’ailleurs d z. Mais dans ce cas la variation de l’in- 
tégrale se réduit, comme on l’a vu, à son premier terme, et 
celui-ci ne peut être nul. quel que soit dz, à moins que 
l'on n’ait idenliquement.'ct pour toutes les formes de z. 


dP dQ d^K r/>S f/’T 

;â 7 ° ’ 

telle est donc la condition d’intégrabilité cliercliée. 

Pour que l’étjiiatioii D, •— o ait lieu (ptelle (jue soit la 
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forme de z, il est d’aboid m'cessaiie (|ue les coefliciciUs 
des déri vers de z du quatrième ordre, dérivées qui cnlrenl 
évidemment sous forme linéaire dans le seul trinôme 


ilx'' itxily 


dy' 


disparaissent séparément. Or en développant -rri ^ ^ 


dxdy 


f/’T 


— » et n’écrivant que les termes qui contiennent les déri- 


vées de Z d 
d’V^ _ 

U quatrième ordre, on a 
d‘‘V d'z d^V d'z 

'd'y d'z 

lï^ ~ 

//’S _ 

dr' d.T* 
d^\ d*z- 

drds flx 'dy 
d'V d'z 

1 

1 

drdt dx'dy' 
d'y d'z 

dxdy 

drds dx‘dy 

ds'‘ d.T'^dy'^ 

1 ^ 
dsdt dædy^ 

rf = T 

d-\ d'z 

tnv d*z 

1 

d^\d^z 

dy- ~ 

drde dx‘ dy- 

dsdt dxdy' 

lïF dP'‘ ' 

d^z 

Ajoutant cl égalant à zéro les coefficients de — » -j-j 


d'z 


d'z 


dx^ily' d.rdy^ dy* 


1 on trouve 


( 7 ) 


, rf’V 


I 


rf’V 

drds 

f/»V 

düdt 


■ O, 


»/>V 

ds‘ 


f/’V 


d'\- 
’~dV ~ 


tf|uations aux dérivées partielles qui suflisent pour déter- 
miner V en fonction de/’, .v, /.^En effet, la seconde et la 

quatrième exigent que la dérivée ne dépende ni de /’, 

ni de f, ou que des trois quantités r, 5, t, elle ne renferme 
plus que s; par suite on peut poser 
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intégcant et ajoutant une fonction arbitraire de r, f, on a 
donc 


La première et la dernière des équations (7) exigent en 


rfV 


rfV 


outre que — soit indépendant de ;• et — indépendant 


(Ü 


de f; ç(r, /) doit donc être une fonction linéaire tant 
par rapport à r que par rapport à t, c’est-à-dire qu'on 


^ (r, t) — A rt -h Br -h lu -I- F. 


Enfin la troisième des équations (7), devenue 

4- 2A = O, 

donne par deux intégrations successives 

= — A.ï’4-2Cj-t-G; 

d’où il résulte définitivement 

(8) v=r A(rt — i=)-(-B/--H2Cj-t-Dt4-E, 

A, lî, C, D, E étant des fonctions de z, p, q. Telle 
est la forme que V doit avoir par rapport à r, s, t, pour 
que l’intégrale double U puisse se réduire iniinédiateinent 
à une intégrale simple. 11 faut en outre que les coefficients 
A,B,C,D,E satisfassent à certaines relations qu’on trou- 
verait facilement par la condition même que il doit s’éva- 
nouir quelle que soit la fonction z et ses dérivées succes- 
sives; mais nous croyons inutile de les développer ici (■*■). 
Ilnoussullira pour le moment de montrer que la forme (8) 
fait disparaître avec les dérivées de z du qualrièmc ordre, 
celles aussi du troisième, en sorte que fi ne contienne plus 


(*) ' oycE An ehniontarf Treatisc on lhe calculux of variations, «le 
Jcllett, |). cette inalière se trouve d«}veiopp«3e avec plus ii<^ «Ictail. 

Calcul des Variations, 
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que X-, /, Z, p, <7, r, s, l. (xuie foiulion, en dVet, peiil 
SC mettre sous la forme 


n = N + 


flR 


(Ix \ ilx 
Or on trouve 




rlA (IB tic f/D 


/ „ d\ tIR 

P = +'--T' 

' i/p ap 

Q=(rr-A’)^+.^- 


• 7.S 


'ISl 

dp ■ 

dZ 

dq 


du 

-‘-rJj; 

du 

‘7q 


rfE 

ni' 

dv. 

njn 

f/E 

da 


R = Ar 4 -B, S = 
ct^ en difl'ércntiant, 

- t 


d^z 




dx dxdy‘ 


dA 

dx 


i/B dli dR 
+ ^+_/,4--r 


2 A A + 2 C, T = A r -H D, 
d\ dA dx \ 

_j — P 4- — /■ 4 — — s J 

dz dp d<! j 


dx 


15 

dq 


, ,/S d'z IdA dX dA dA \ 

2 rf^- dxdy \dy dz dp dq J 

,/C dC dC dC. 

dr dz dp dq 


Si l’on fait, pour abréger, 



fl A 

dC 

f/D 

dx 


dq 

dp 

' dx 

dx 

dC 

dR 

= 4 - 

dy 

-dl''-^ 

dp 

dq 


il viendra done,.cii omettant les termes d’ordre inférienr 
au second, 

rflV I dS . „ „ 

I P = — Kf; 

dx 2 dy 

• on trouverait de même 

dy 

'dy 


1— — Q = ...K.r- 
2 dy 


Hi; 
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Cl, par eouséquent, les seuls ternies de H qui pourraient 
contenir des dérivées de z du troisième ordre seront 


mais ici ces dérivées disparaissent, parce qu’elles sont af- 
fectées de coefficients égaux, et de signes contraires. Il est 
donc bien prouvé que la disparition des dérivées du qua- 
trième ordre entraîne celle des dérivées du tioisiènic, et 
que, dans le cas où V prend la forme (8), l’expression fi 
ne contient plus que les dérivées de z du premier et du 
second ordre. 

42. Considérons mainlenant le cas où V étant de la 
forme 

V =/l-r, .1 , P, q) 

ne renferme plus les dérivées de z du second ordre; en 
conservant les notations des numéros précédents, nous 
aurons 

U I), S = o, T =•■ o. 


et la variation de l’intégrale (i6) deviendra 
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Si les limites a:,, a',, J i , J"j ne varient pas, les deux 
derniers termes disparaîtront; il en sera de même du se- 
cond et du troisième terme, si, en outre, les valeurs limiles 
de Z restent invariables. 

Le trinôme 


'Il 

de 


_dq 
<‘y ’ 


coeflicient de dz dans le premier terme, est généralement 
dn second ordre par rapport aux déi'ivée.4 de z, c’est-à- 
dire qu’il renferme a:, y, z, <^, r, 5, t. Pour qu’il cesse 
de renfermer les dérivées du second ordre r, s, l, il faut 
qu’on ait 

f/‘V_ rf’V _ 

dp^ ’ dpd<! ’ dq‘ ’ 


d’où l'ou tire, en intégrant, 

V = -I- B f/ — C , 

A, B, C étant des fonctions quelconques de x\ y, z. On 
prouverait sans peine que celte formé linéaire de V fait 
disparaître en même temps les dérivées de z du premier 
ordre et que fi devient dans ce cas 

dA dB dC 

n = 

dx dy dz 

Si les eoellicients A, B, C étaient tels, qu’on eût identique- 
ment 

dA dB dC 

fi serait nul pour toutes les formes de z; la variation de 
l’intégrale ne dépendrait plus que des variations des va- ' 
leurs limites de x, 7, z; l’intégrale double serait donc 
elle-même une fonction déterminée de ces valeurs limites 
et SC réduirait à une intégrale simple. 
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•43. Problème IV.' — Soit u une fonction rie x, y, s à 
forme variable^ et p, < 7 , /’ ses dérivées partielles du pre- 
mier ordreÿ soit de plus 

V Y, I, «, P, q, r), 

et cherchons la variation de l'intégrale définie triple 

' I I \dzrtydx, 

■^1 vy, dt. 


les limites jr, , Xt, yi , ya, s,, s, pouvant elles-mêmes 
subir des déformations. 

Désignons respoclivement par ÎN, P, Q,- R les dérivées 
parliclles de \ relatives .t u, p, tj, r, en sorte que 




la variation de \' sera 




SV =. NS IC- 


^dSii 

d.r 


dSu 

'~d7 


dSii 

~dT' 


et celle de l’intégrale (ti“ ; 2 o) 

=: ■ 


^<l^u dSu\ 

P — -f-Q- 7 -+R— dzdydx 
dx dy ■ dz ' 


,'•■>•1 py , f -, / 

I I I (N^« 

dx, Jx, Jz, \ 

V.. i 1. «= "■^■'' 4 , l, J... 


V Sy.dzdx 


UT 


\ s x.ik dy. 


Après qu’on a eflcctué toutes les intégrations par par- 
ties nécessaires pour que àz ne soit plus différentiée par 
rapport aux variables d’inlégralion, la variation derinlé- 
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"raie prend la forme définitive 



MT r' T' T' L- J 

> U = I / I ( ^ ; I . (hdy àx 

Jx Jy J s \ 'v' / 

■^X I, X 

/•^. /"r, ^S, 

+U, i, 

+ r- /T /“'vL.".' 

c/j, !->, h, Jx^ h\ J Z, 

■"(, X X 



Celte formule donne lieu à des remarques analogues à 
celles que nous avons faites précédemment sur la nature 
et la portée des termes de la variation d’une intégrale 
double. Si x,y, z désignent les coordonnées rectilignes 
d’un point dans l’espace, le champ de l’intégrale triple 
sera limité ; i° en bas et en haut, dans le sens des z, par. 
deux surfaces courbes C, et Cj déterminées par les enjua- 
lions Z = Z, et Z = Z, ; 2“ en avant et en arrière, dans le 
sens des y, par deux surfaces cylindriques lî, et Bj per- 
pendiculaires au plan JC)' et ayant pour équations 
et J' = 3“ à gauche et à droite, dans le sens des x, par 

deux plans Ai et A, perpendiculaires à l’axe des x et dé- 
terniinées par les éijuations x = Xi et a' = a's. Cela posé, 
l’intégrale triple qui forme le premier ternie de la varia- 
tion dU s’étendra h toutes les valeurs de z, com- 
prises entre les six surfaces limites Ai. Aj, Bi, B., Ci, Cj, 
tandis que les intégrales doubles avec un signe de substi- 


Digitized by Google 



>AIUAT10WS DES INTÉGRALES DOUBLES. 


87 

tution qui coustituent les antres termes, ne s'étendront 
qu’aux valeurs de x, j', z correspondantes à ces mêmes 
surfaces limites, ou seront prises suivant les aires de ces 
surfaces, suivant Ci clCt, fjf suivant B, etBs,/jy sui- 

vant A, et Aj. 

On voit donc que la variation complète de l’intégrale U 
contient trois espèces de termes de nature difierente : 
I® une intégrale triple qui dépend de la forme attribuée à 
la fonction arbitraire 2° diflerents termes qui ne 
dépendent pas de la forme générale de âu, mais unique- 
ment des valeurs que eette fonction prend sur les surfaces 
limites A,, A,, Bi, Bj, C,, C,; 3 ” des termes qui, prove- 
nant de la déformation des limites, ne dépendent que des 
variations dx,, dx», d^",, oy,, d«i, dz,. 

Ici encore les valeurs limites de la variation du 
pourraient s’exprimer au moyen des variations des va- 
leurs limites de m, et l’on verrait, dans le cas où les limites 
de l’intégrale ainsi que les valeurs correspondantes de n, 
ne doivent pas varier ou changer de forme, que tous les 
termes aux limites disparaissent de la variation de l’in- 
tégrale; celle-ci alors est réduite à son premier terme et 
l’on a 



,ty 



S U , flulrdr. 


Si l’on avait identiquement 


rfP f/Q dK 

dx ilr d~ 


l’intégrale triple U ne dépendant plus de la forme de u en 
général, mais seulement de ses valeurs limites, serait né- 
cessairement réductible à une intégrale double. Mais 
l'équation fl= o ne sera identique qu’aillant que V sera 
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nue roiiction Jinéairi; de l'de la forme 
V r= Kp + Bf/ Cr — D, 

les fonctions A, li, C, D ne contenant que x, y, z, u, et 
étant liées entre elles par la relation 

■ dX dR dC dD _ 

itx dy dz du ^ 

Telle est donc la forme que V doit avoir pour remplir la 
condition d'inlégrabilité exprimée par l’équation £î = o. 
Ajoutons que dans l’expression fl, les dérivées de u du 
premier ordre disparaissent toujours en même temps (juc 
celles du second ordre, et que cela a lieu toutes les fois 
que V prend la forme linéaire Xp 4 - IÎ17 -h Cr — I), 
i[uels que soient d’ailleurs les coeffieients A, .lî, C, D. 
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CINUUIÈME LEÇON. 

^ • 

Maxima et miniina dos iiilêgrales et en (»on'êral dos expressions dénnics. 

— Maximum ou minimum absolu. — Maximum ou minimum retulif. 

— Diverses espèces de conditions ou de restrictions. — Équations aux- 
quelles doivent satisfaire les fonctions inconnues pour rendre nulle la 
variation de Tintègrale ou de l’expression delinie. 


4o. Dans les queslious de inaxima cl de miiiinia qui 
dépendent du calcul des variations, on cherelie à déter- 
miner la forme d'une ou de plusieurs fonctions incon- 
nues, contenues dans une intégrale définie soit simple, 
soit multiple, ou, plus généralement, dans une expression . 
définie, de manière que cette intégrale ou cette expression 
définie atteigne sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
Entre ces questions et les proLlèmes de raaxima et ini- 
nima qu’on sait résoudre par le calcul ditl'érenlicl , il y a ' 
donc une différence essentielle ; dans ces derniers pro- 
blèmes on cherche les valeurs des variables iiidépeadantes 
qui rendent maximum ou niiiiimum une fonction dont la 
forme est donnée, tandis que dans le calcul des variations 
on cherche la forme même de la fonction ou la relation 
générale qui la lie aux variables indépendantes. Cepen- 
ilantcc second problème se ramène faeilenieni au premier, 
et voici comment : 

Concevons pour lui moment (ju’on ail déj.à déterminé 
eonvenableineiu. toutes les fonctions iiieoniuies, et qu’on 
les fasse ensuite varier au nioven d un paramètre arbi- 
traire X ; soit Zo la valeur initiale de z correspondante aux 
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formes de ces fondions qui donnent à l’inlégrale sa plus 
grande ou plus petite valeur. L’intégrale ou l’expression 
définie sera alors elle-même une fonction de z; pour 
qu’elle devienne réellement un maximum ou un minimum 
pour X = Ko) il faut donc que sa dérivée par rapport à x 
s’évanouisse pour x = Xo, sans que cette valeur du para- 
mètre X rende nulle la dérivée du second ordre, dont le 
signe servira à distinguer le maximum.du minimum. 

Pour mieux fixer les idées, désignons par V une ex- 
pres'sion qui renferme explicitement non-seulement les 
variables x, y, mais une ou plusieurs fonctions 

inconnues ii, r>, -w,... de ces variables, et supposons 
qu’il s’agisse de déterminer les fonctions u, e, . . . ainsi 
que les limites x,, x,, j",, y^, z,, s,, . . , de manière que 
l’intégrale 



devienne un maximum ou un minimum. D’après ce que 
nous venons de dire, on peut supposer que les inconnues 
U, t», IV, . . ., ainsi que les limites de l’intégrale, dépen- 
dent toutes d’un paramètre arbitraire x, et qu’il faille 
trouver la valeur Xq de ce paramètre qui fasse acquérir 
.à l’intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
Puisque, dans celle liypolhèse, l’intégrale S est elle-même 
fonction de x, la première condition du maximum pu 
du minimum sera 



ou bien, eu nous servant de la notation adoptée dans le 
calcul des variations, 

(i) (îS = O. 

Ainsi 1 intégrale S ne pourra devenir un liiaximum oü 
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un minimum qu’autant que l’on donnera aux fonctions 
inconnues qu’il s’agit de déterminer des valeurs ou des 
formes telles, que la vaHation de l’intégrale s’évanouisse, 
quelques déformations que l’on fasse subir à ces mêmes 
fonctions, ou de quelque manière qu’on les fasse varier 
avec le paramètre z, à partir des valeurs ou des formes 
primitives dont il s’agit. Il faut en outre que la variation 
seconde d’S, pour toutes les déformations possibles, reste 
constamment soit positive, soit négative, sans devenir 
nulle, la valeur positive correspondant au minimnra et 
la valeur négative au maximum de l’intégrale S. 

Quelquefois la condition âS = cc peut aussi donner 
une solution du problème. Dans le cas, par exemple, où 
l’on cherche le maximum ou le minimum de l’intégrale 



[/{xjy.dc. 


la condition JS — o donnerait = o, valeur inadmis- 
sible, puisqu’elle rend l’intégrale imaginaire, tandis que 
la condition JS=oo donne valeur qui 

correspond évidemment à un véritable minimum de l’in- 
tégrale. Si nous ne tenons pas compte de ces solutions 
singulières correspondantes à une valeur infinie de la 
variation JS, c’est qu’elles ne se présentent pas dans les 
applications ordinaires. 

46. l.orsquc les inconnues M, ^, 1 ^,... 

ne sont assujetties à auctine restriction particulière, c’est- 
à-dire lorsqu’on cherche le maximum on le minimum 
absolu de l’intégrale S, les variations 

fîxj, Sy,, J/,,.... ô«, ')f, 


contenues dans JS, sont toutes complètement arbitraires, 
et l’équation JS = o doit subsister quelles que soient les 
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valeurs ou les formes qu’on leur attribue. Seulement on 
se rappellera que, par leur définition même, ces varia- 
tions ne sauraient jamais contenir d’autres variables que 
celles qui entrent respectivement dans les fonctions. 

J-,, “> ; 

dans le cas actuel, (Jar,, dat, seront donc'des constantes 
arbitraires; ây,, des fonctions arbitraires de a:; 
i3z,, dz, des fonctions arbitraires de x, y; etc., et, 
d«, de, d(e, ... des fonctions arbitraires de toutes les 
variables principales x,y, z, . . . , t. % 

Mais le plus souvent la nature même du problème éta- 
blit certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions inconnues, de sorte que leurs variations ne sont 
])lus entièrement arbitraires ou indépendantes les unes 
lies antres. On ramène ce second cas au premier, soit en 
faisant servir les équations de condition à l’éliinination 
du plus grand nombre possible de variations, soit en 
introduisant 'de nouvelles inconnues, constantes ou va- 
riables, dont on puisse disposer à la fin du calcul pour 
satisfaire aux conditions du problème. Par cette élimina- 
tion ou cette introduction de nouvelles inconnues, les 
variations qui entrent dans l’équation dS = o transfor- 
mée redeviennent arbitraires et indépendantes les unes 
des autres. 

Les conditions auxquelles on doit satisfaire dans la 
recherche des maxiina et des minima relatifs sont de trois 
espèces : i" des relations finies entre les diverses fonctions 
inconnues ou entre leurs valeurs limites; 2 “ des valeurs 
constantes imposées à certaines intégrales ou à certaines 
expressions définies; 3“ l’obligation de vérifier certaines 
équations dilfércnlielles ou aux dérivées partielles. Nous 
allons considérer successivement ces trois espèces de 
conditions. ' ■ ' 
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\1. Toute relation tiiiie de la forme 
(2) F(j:, y, «, V, ...)=?« 




qui doit subsister dans l’ëtendue entière de l’intégrale 
proposée, détermine l’une des inconnues ii, e, se, . . , en 
fonctions des autres, et peut servir à l’éliminer de l’inté- 
grale S toutes les fois qu’on sait résoudre l'équation F ~ o. 
Mais alors même que celte résolution est impossible, la 
relation donnée conduit toujours à une équation linéaire 
entre les variations dn, de, die, . . . au moyen de laquelle 
on peut en tout cas éliminer. riine de ces variations de 
l’équation dS = 0 . En cfl'et, si l’on prend la variation de 
F = O, on trouvera dF = o, ou 

O. dF rfF ■ dF , 

(3) (J//-I — rî(> -I- du» O. 

' • du dv €iu‘ 

Pour qu'on puisse mettre à profit eette dernière relation, 
il n'est pas même nécessaire que la fonction 1' soit donnée 
en termes finis; il sulfirail évidemment de connaitre sa 
différentielle totale ou seulement scs dérivées partielles 
relatives à u, e, w, .... 

Si les fonctions inconnues étaient assujcttie.s à vérifier 
plusieurs ronditions .semblables 


on aurait 


équations dont on pourrait disposer pour éliminer un 
nombre de vaiiations du, de, die,... égal à celui des 
conditious données. 

Si la relation F = o ne devait pas avoir lieu dans 
l’étendue entière de l’intégrale S, mais seulement à la 
limite de l’une des variables, par exemple, à la limite 


11 

il 

0 

F,=: 0, . . 


d'F = 0, 

0^ 

11 

0 

■ dF, = 0, . 
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inférieure de r, de sorte qu’on eût 


(4) j Fi.r, ,r, Z,. . t>, (I-,., .)=o. 

elle ne suffirait plus à l’élimination complète de l’une des 
fonctions u, r*, le, . . . , ou de l’une des variations â^^, d r, 
mais elle fournirait toujours une relation li- 
néaire entre les valeurs de ces variations correspondantes 
à la limite dont il s’agit et la variation dz, de cette limite, 
relation dont on pourrait disposer encore pour éliminer 
soit âz , , soit la valeur limite de l’une des variations d», 
I de, div, . ... En prenant la variation des deux membres 
de l’équation (4)i on trouvera, eu ellet, 



f/F 


ou, en développant dF et—, 


(5) 


/®>rf/F, rfF, 


l'r/F f/F f/ii f/F f/l' 

\ f/z ~^.f/ff f/z f/c f/z 


^ 7- .. 


Il est inutile de rappeler que dz, ou la variation sym- 
bolique de la variable indépendante z, représente ici dz, , . 
ou la variation de la limite inférieure de z, en raison 
du signe de substitution qui l’affecte. 

S’agit-il, par exemple, de déterminer la forme d'une 
courbe plane, jouissant d’une certaine propriété de maxi- 
mum ou de minimum, et dont l’extrémité, correspon- 
dante à la limite inférieure de r,' est assujettie à se trou- 
ver sur une ligne donnée par l’équation y la 

l’onction inconnue^ devant satisfaire a la condition 

(b) j 
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on aura, en prenant la variation, et considérant que celte 
lois y est une fonction inconnue de jr, 


( 7 ) 


fi 


+• D ' — /' la:)] 0 Jî i = O, 


ctdnt la dérivée dcj' relative à la courbe cherchée. 
Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit (îx, , soit la 
valeur limite de ^y. 

De même, s’il s’agit de déterminer dans l’espace une 
courbe dont l’extrémité doive se trouver sur une sur- 
face donnée, ayant pour équation z =J'(^x, y), on devra 
avoir , _ _ , 

( 8 ) I [z—/(x,j')] = o, 

et, par conséquent, puisque y et z sont des fonctions in- 
connues de ,r. 


( 9 ) 





'IL 

dx 



y' et zl étant les dérivées dej- et de z relatives à la courbe 
cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit dx, , 
soit la valeur limite de l’une des variations dy, àz. 

Supposons encore qu’on veuille déterminer une surface 
courbe avec la condition que la partie de son contour cor- 
respondante à la limite inférieure de y, ou déterminée 
par ré(juation y=.y.^^ soit comprise dans une surface 
donnée, ayant pour équation z = _/(x, y), on aura 

(lo) j [z—/{x-,y)]—o, . 


cl par suite, puisque z est une fonction inconnue de .r, y. 



J)6 tAU'.lil. DKS VAIUATIONS. 

/>, q élanl des dérivées parliclles de z relatives à la sur- 
face cherchée. Daus ce cas ou pourrait éliminer soit la 
variation $yi , soit la valeur limite de la variation âz. 

48. Les conditionsde la seconde espèce consistent en ce . 
<}ue certaines expressions définies, le plus souvent cer- 
taines intégrales S,, Sj,. . doivent conserver des va- 
leurs constantes c, , c, , . . . , c’est-<à-dirc que les valeurs ou 
les formes des fonctions inconnues ne doivent èti e choisies 
que parmi celles qui vérifient les équations S, = c, , 

S, = Cj , etc. Telle est, par exemple, dans le fameux pro- 
blème des isopérimètres, la condition que l’arc de la courbe 
dont on cherche l’équation, ait une longueur donnée. Une 
condition de ce genre ne sulfit pas à déterminer ou à élimi- 
ner l’une des fonctions inconnues; car il est une infinitéde 
fonctions qui, substituées à celle sur laquelle jtortent les 
signes d’intégration et de' substitution dans l’expression 
définie S, , lui feraient prendre la même valeur constante 
c, ; c’est ce qu’on peut même affirmer en général de toute 
fonction renfermant une constante arbitraire à laquelle 
on donne une valeur convenable. 

Dans ce cas, qui se présente très-fréquemment et qui 
cependant a été traité par les auteurs d’une manièrO 
assez peu rigoureuse, ou tourne la difficulté par un artifice 
bien simple. Concevons pour un moment que chacune 
des fonctions inconnues renferme plusieurs paramètres 
X, x', z", . . . , indépendants les. uns des autres, et dont le 
nombre soit égal à celui des expressions définies S, S,, 

S, , ; on pourra considérer ces expressions comme des 
fonctions de x, x', x", . . . , 

S = <p(z, ■/, x",. . .), 

s, ’'"»•••)< 

S, = J-(x, X.', x",. . 
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El la ((UEslioii SP l’Éduira à Irouvor parDti tonies les valeurs 
(le X, x', x'', . . .. qui satisfont aux conditions S, = c, , 
Sj = Ci,..., celles qui rendent S maximum ou mini- 
iiiunt. On la résout, d’après les principes connus du cal- 
cul difl’érenliel, en cherchant le maximum ou le mini- 
mum absolu de la somme 

S -f- n, S| -t- <7]Si » 

a,, «J,.., étant des constantes indéterminées dont on 
dispose à la iin du calcul pour satisfaire aux conditions 

S| Cl y S, Cj. 

On arriverait encore au même résultat en cherchant le 
maximum ou le minimum absolu de la somme 

S -t-rt, (S, — C|) 4- flj (S, — c,) 4- , 

dans laquelle on fait varier avec le paramètn; x non-seu- 
lement toutes les inconnues du premier problème, mais 
aussi les coeflicients <7^, a,,.... En elfel, la variation 
totale de cette somme 

4- 4- a,oS;4- . . . -t- (Si — C|) J«|-l- (S, — r,)^fl,4- . . . 

devant être nulle pour toutes les valeurs des variations 
indépendantes qu’elle renferme, et parmi lesquelles se 
trouvent da,, âa ^,. . . , on aura né<iessairement 

4- rti ^ S| -4- n, 5 Si 4— • . . — o , 

Si — C( , Si c, , 

La première de ces équations donne évidefnment le 
maximum ou le minimum de S -f- n. S, 4- «j S, -f- . . . , 
dans l’hypothèse précédemment admise, c'est-à-dire poni' 
des valeurs quelconques mais invariables den,, n,,. . . , 
les autres exigent (jue ces valeurs soient précisément celles 
(|tii vérifient les conditions primiiives du problème. 

Au reslo, puisque la somme S 4 rt, (S, — c,) 4 . . ne 

iL’s Variations. ^ 
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peut être un niaxiuiuni ou un minimum absolu sans que 
l’on n’ait Si = Cj, Sf = c,, . . . , c’est-à-dire sans que la 
somme se réduise à son premier terme S, il est évident 
que les valeurs des inconnues u, w, w, . . . , x,, x^, yt, 
jt,..., correspondantes à ce maximum ou minimum 
absolu, sont parmi toutes les valeurs qui remplissent les 
conditions S, = Ci, S, = c,, . . . , celles qui donnent à 
l’intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. Ainsi 
le dernier problème revient identiquement au premier, 
sauf qu'il conduit en outre à déterminer certaines quan- 
tités a,, «J,. . . , étrangères à la question primitive. 

49. Il reste à considérer les conditions de la troisième 
espèce. Admettons que les fonctions u, e, te, . . . , et leurs 
dérivées de divers ordres soient liées entre elles par une 
équation 

U = O. 


Les variations du, de, Ste, ... . et leurs dérivées seront 
de même liées entre elles par l’équation 


^U = o; 


cependant, toutes les fois qu’on ne pourra pas remonter 
de CCS équations différentielles ou aux dérivées partielles 
aux équations en termes finis dont elles dérivent, elles ne 
pourront pas servir, à l’élimination de l’une des fonctions 
inconnues ou de l’une des variations. Mais il est toujours 
facile de ramener ce cas à celui que nous venons d’exa- 
miner. En effet l’équation ü = o, qui a lieu dans toute 
l’étendue de l’intégrale S, entraîne nécessairement la sui- 
vante 

T = / f f . . . ft’ Ij ’ . . . dzdfdx O 

Jy, Jt, 

fjL étant une fonction arbitraire de x, y, z, . . . , et, réci- 
proquement, celle-ci ne peut avoir lieu sans que l’on ait 


Digitized by Google 



THÉOlUË UES MAXIMA ET UES MIMMA. 


99 

U = O, L’équation T = o équivaut donc à la condition 
donnée U = o et peut la remplacer identiquement. Cela 
posé, il sulüra, comme dans le cas précédent, de cliercher 
le maximum ou le minimum absolu de la somme S-|-aT, 
ou, ce qui revient au même, de l’intégrale 

dans laquelle on représente par X la fonction ajut’U dont 
la forme peut varier arbitrairement avec Ce problème 
résolu donnera non-seulement les valeurs de .r,, .r,, 

7',,. . /(, e, ie, . . . qui conviennent au maximum ou 

au minimum relatif de l’intégrale S; il déterminera en 
outre la fonction X, qui n’entrait pas dans la question 
primitive. 

On arrivera au même résultat si l’oti clierche le maxi- 
mum ou le minimum de l’intégrale 

en regardant X comme une fonction inconnue mais inva- 
riable, pourvu qu'on la détermine à la lin du calcul de 
manière à remplir la condition IJ =o. En effet, pour 
résoudre le problème dans le cas où X change de forme, il 
faut égaler à zéro la variation de l’intégrale 

JJJ. . .(V-I-XTJ). . .dzdrdr, 

et l’équation qui en résulte doit être vérifiée pour toutes 
les valeurs de dX. JJJ . . .LTdX. . .dzdydx est le seul 
terme de cette équation qui contienne dX; on devra donc 
avoir, et cette conclusion .sera bientôt justifiée, IJ= o. Les 
autres termes de l’équation dont il s’agit sont les mêmes 
que dans l’hypothèse où X est invariable de forme; 
ainsi il suffira de chercher le maximum ou le rnini- 
muin de l’intégrale .. .dzdydx dans 

7 - 



Dig'itized by Google 



lOO 


CALCUL DES VAni.VTIONS. 


celte dernière liypothèse et de dctcriniiiei ensuite À par 
la condition U =o, ainsi que nous l’avions avancé. 

Si dans la recherche du maximum ou <lu minimum de 
l’intégrale S on avait «à remplir plusieurs conditions sem- 
blables 

U = 0 , 1 1 , = O , . . . , 

il sufllrait de chercher le maximum ou le miniitium ab- 
solu de 



■ • {V -H A ü -4- X| U, -f- 


). . .liztiydr, ■ 


X, À, , . . . étant de nouvelles fonctions à formes variables. 
On pourrait même regarder /, comme invariables 

de forme, et se réserver le droit'd’en disposer à la lin du 
calcul de manière à vérifier les équations 


r = O, lî, = O, . . . . 

Il est facile de voir qu’on pourrait traiter de la même 
manière les conditions de première espèce (n" Al). Cela 
est évident pour le cas où l'équation 

,r. ï, • • . ’h I’, . . .) = o 

* 

doit avoir lieu dans toute l’étendue de l’intégrale S. Mais si 
cette équation n’avait lien qu’.à la limite d’une des va- 
riables, de sorte qu’on eût, par exemple, 

F=o, 

on la remplacerait par la condition équivalente 



U étant une fonction arbitraire de x, s,..., et le 
problème^ en vertu de cetpii précède, serait ramené ù la 
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mclietche liii maNiuiiiin ou du ininiiiiuiii absolu de la 
-soniuie 



. dzdydx 


-rrr- 


I 

.ÀF. . .dzdx, 


dans laquelle on est libre de regarder la fonction X, repré- 
sentant le produit de ;x’F par une constante indéterminée, 
comnie variable ou invariable de forme; dans le dernier 
cas, il resterait à déterminer la valeur de X par la condi- 
tion F = o, qui doit avoir lieu à la limite de_^. 

oü. Il reste donc acquis que, dans tous les cas, le pro- 
blème se ramène à la recherche du maximum ou du mi- 
nimum absolu d’une expression définie ou d’une somme 
2 de plusieurs expressions définies , et que sa solution 
dépend en définitive d’une équation 

Si = o, 

dans laquelle les variations de toutes les inconnues sont 
indépeudantes les unes des autres. Supposons actuelle- 
ment que par les procédés indiqués on ait donné à dS une 
forme telle, que les dérivées des variations ne soient plus 
prises relativement aux variables d’intégrations ; suppo- 
sons de plus qu’après avoir décomposé les signes de sub- 
stitution double en signes de substitution simple, on ail 
réuni en un seul terme tous éetix qui renferment la même 
dérivée de la même variation sous les mêmes signes de 
substitution et d’intégration; le premier membre de 
l’équation dS = o sera en général la somme de plusieurs 
termes ou expressions définies, dont chacun contient une 
seule variation ou sa dérivée, et se distingue de tous les 
autres soit par celte dérivée même, soit par les substitu- 
tions et les itilégralious qui lui sont propres. Donc si 
l’on é^ale successivement à /.éro toutes les variations à 
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l’exception d’une seule, on aura une série d’équations 
dont chacune renferme une seule variation avec ses dé- 
rivées, et doit se vérifier quelle que soit la valeur ou la 
forme de cette variation. 

Considérons en particulier une de ces équations 

W.= o, 


ne renfermant que la variation du avec ses dérivée.s. 
Le seul terme qui ne soit pas alfecté de substitution est 
nécessairement de la forme 


T’ r* 

(A) I I I ■ • -Mo a. . .i/zr/rrfa:; 

t/r, Jx, Jt, 

tous les autres renfermeront un ou plusieurs signes de sub- 
stitution -, et nous rappellerons dès à présent que lessul>- 
.stilutions peuvent se faire immédiatement, ou avant les 
intégrations, à la condition qu’on les fera une seconde 
fois dans les limites des intégrations (n” 5). 

Cela posé, faisons avec M. Sàrrus 

(u = (x — x,)(a; — — Xi) (/— /î) (s — 2.) “ 2>)- • • - 


et posons pour un instant 

= ]S! fc>-", 

n étant un nombre assez grand pour que toutes les déri- 
vées decÎM renfermées dans W aient encore w en facteur. 
Puisque w s’annule chaque fois que l’on donuc à l’une 
((uelconque des variables x, y, z,... sa valeur limite 
inférieure ou supérieure, les termes de W all'eclés de 
signes de substitution s’évanouiront, tous; il ne restera 
que le seul terme (A), (|ui devra être nul séparément et 
<|ui donne 

I f I — O, , 

. 'r, . , I -, 
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équation impossiMe à moins que Mw" ne soit constam- 
menl égal à zéro. Or évidemment le facteur ca ne peut pas 
être nul dans les limites de l’intégrale ; il faudra donc que 
l’on ait dans toute cette étendue 

M = o. 

Cette première condition à laquelle doivent satisfaire 
les inconnues du problème, fait disparaître le terme (A) 
quel que soit du; et l’équation W = o est remplacée par 
une autre 

W, = ü, 

dont tous les termes sont alfectés d'un ou de plusieurs 
signes de substitution, et dans, laquelle du est encore en- 
tièrement arbitraire. 


51 . Les termes de cette seconde équation W, = o qui 
ne renferment qu’un seul et môme signe de substitution, 
relatif, par exemple, à la limite inférieure de y, seront 
tous de la forme 


(B) 



N 


U, 

dx” 


dz dx. 


Admettons que celui des termes dans lequel la dérivée de; 
du est de l’ordre le plus élevé m', soit 


m "’ tf'Su 

...^'^...dzdx; 

faisons, pour abréger, 


«1 = —{x~x,)[x^æ,) [y — y^)[z — z,){z 

V — 1 

et posons pour un instant 


= NV 


I . a . 3 . . . I 
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n étaut un nombre entier assez grand pour que cliaque 
dérivée de â u qui se trouve dans l’équation W, = o, con- 
tienne w, en facteur. Tous les termes de W, non compris 
dans la forme (B), ou affectés d'un signe de substitution 

autre que^ , disparaîtront avec le facteur w,; de plus 

les termes compris sous la forme (B), mais dans lesquels 
la dérivée de du est d’un ordre inférieur à m', disparaî- 
tront avec le facteur y — yi ; il ne restera que le seul 
terme (B') qui-, devant être nul lui-même, jiour que 
l’é((uation Wf = o soit vérifiée, donne 



et cette équation évidemment ne peut avoir lieu qu’au- 
lant que l’on ait 



dans toute l’étendue des intégrations, c’estià-dire entre les 

n, ly, 

limites .r, çt x, de x, / s, et / Zj de z, etc. Or le fac- 
teur 

r 

/ “■ > 
ou 


lie peut pas s’évanouir entre ces limites; il faut doue 
(pi’on ait coiistaniiucnt 
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seconde condition à laquelle devront satisfaire les fonc- 
tions inconnues, et (jui fera disparaître le terme (B') 
indépendamment de toute valeur ou forme particulière 
assignée k du. On a doue le droit de supprimer ce terme 
dans W, , et comme après cette suppression l’équation 
W, = o devra encore être vérifiée quel que soit du, on 
pourra répéter le même raisonnement et prouver : i° que 
chaque terme de la forme (B) renfermant un seul signe 
de substitution relatif à r, fournira séparément une 
équation de condition qui le fera disparaître; a” qu’il en 
sera de même pour tous les termes de AV , renfermant un 
seul signe de substitution relatif à une variable quel- 
conque, et que par consécjuent l’équation W, = o se ré- 
duit à une nouvelle équation 

W, = o , 

dont chaque ternie est allécté de deux signes au moins de 
substitution, et dans laquelle du reste encore entièrement 
arbitraire. 

32. Tous les termes de l’équation o qui ne ren- 

ferment que deux signes de substitution déterminés, par 

r' J’'" 

exemple / et / , ont nécessairement la forme 



Choisissons dans ce groupe les termes pour lesquels / a 
sa plus grande valeur et parmi ces derniers le ternie 



dans lecpul m a sa (iliis grande lalem w'; faisons, pour 
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Cl posons pour un instant 


= (.r — . r, )(/ — /,)( J — :,) (î — 


= PV" , 

’ 1 . 2 . 3 . . , X I • 2 . 3 . . . /«' 

n étant un nombre entier assez grand pour que toutes les 
dérivées de Su qui entrent dans W, , contiennent encore 
«, en facteur. Tous les termes deW, qui ne sont pas 
compris dans le groupe (C) ou qui renferment d’autres 
signes de substitution que ceux relatifs à ar, , y,, disparaî- 
tront avec ci)j; dans ce groupe, en outre, chaque terme 
qui contient une dérivée de Su relative à x d’ordre infé- 
rieur à /' disparaîtra avec x — a?, , et chaque terme ren- 
fermant une dérivée de Su relative à y d’ordre inférieur 
à m' disparaîtra avec y — ri ; il ne restera donc que le 
seul terme (C^), devenu 



et pour que l’équation W, = o soit vérifiée, il faudra que 
celte dernière expression soit elle-même nulle, ou <[ue 
l’on ait 



dans toute réteudiie des intégrations, c’est-à-dire entre 
les limites / / s, et j 1 z, de z, etc. Mais celte fois 


encore/ / ’iu ne devient pas nul entre ces limites; il 
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faudra donc (|ue l’on ail 



nouvelle relation entre les inconnues du problème qui faii 
disparaître le terme (C') quel que soit du. Ce terme sup- 
j)rimé, l'équation W, = o devra encore être vérifiée poui- 
toutes les valeurs ou formes de du. En applicjuant de nou- 
veau le même raisonnement, on est successivement con- 
duit à égaler à zéro les coefficients de âtt et de ses dérivées 
dans tous les termes renfermant deux signes de substitu- 
tion seulement, ce qui réduira l’équation W, à une nou- 
velle équation 

W, = o, 

dont chaque terme renferme au moins trois signes de 
substitution et dans laquelle du reste encore arbitraire. 
En continuant ainsi jusqu’à ce qu’on ait épuisé tous les 
termes de l’équation W = o, et étendant les mêmes rai- 
sonnements à toutes les variations indépendantes conte- 
nues dans l’équation primitive dS = o, on arrive enfin 
aux conclusions suivantes ; 

Pour trouver toutes les relations qui doivent exister 
entre les inconnues du problème en vertu de P équation 
d2 = o; i“ on réunira en un seul terme toutes les ex- 
pressions définies qui dans dS renferment la même dé- 
rivée iV une même vatialion sous les mêmes signes de 
substitution ; 2 ” on égalera à zéro le coejficient de cette 
dérivée dans chaque terme : on obtiendra ainsi autant 
d' équations qu'il y a de termes, chacune, de ces équations 
devant être vérifiée dans l’étendue entière du terme qui 
lui a donné naissance, c'est-à-dire pour toutes les valeurs 
des variables X, y, z,.. déterminées par les substitu- 
tions ou comprises entre les limites des intégrations dans 
le terme dont il s’agit. 
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Par exemple, le terme 


([lie nous supposons faire partie Je JS et dans lequel 
0 représente soit la variation ôii de l’une des inconnues ii. 
soit une dérivée quelconque de du relative aux variables 
de substitution , fera naître l’équation 



<|ui doit subsister dans toute l’étendue des intégrations. 

iî3. Jusqu’ici nous avons supposé que les inconnues et 
leurs variations étaient fonctions de toutes les variables 
X, y, Z,. . . ,f, et il peut arriver, au contraire, qu’elles 
ne dépendent que de quelques-unes de ces variables. Dans 
ce cas, la règle que nous venons d’énoncer a liesoin d’une 
légi're modification. Admettons, pour rester dans l’exem- 
ple choisi, que 0 soit une fonction arbitraire de x,y, mais 
([u’elle ne doive pas renfermer d’autres variables, et fai- 
sons, pour abréger, 

le terme (K.) pourra s’écrire 

le nouveau coefficient R' étant fonction des seules varia- 
bles X, on reviendra ainsi au cas précédent, et il fau- 
dra encore que l’on ait 
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pour toutes les valeurs de X comprises entre les limites 
X, et Xf 

En général, lorsqu’une inconnue ne dépend pas de 
quelques-unes des variables, on fera sortir sa variation 
et les dérivées de sa variation des signes j et J" relatifs à 
ces variables et l’on appliquera ensuite la règle du nu- 
méro précédent. 

S4. 11 peut arriver que dans une des expressions dé- 
Gnies qui composent la variation dS, les deux limites 
d’une intégration coïncident par suite des substitutions , 
qu’on aura faites; il peut arriver encore que deux expres- 
sions déGnies ne différant l’une de l’autre que par les 
limites accolées aux signes de substitution, 



par exemple, se détruisent par la coïncidence des valeurs 
substituées, ou par la relation 



Dans ces deux cas, évidemment, les termes ou expres- 
sions déGnies dont il s’agit s’évanouiront identiquement 
sans fournir aucune équation de condition entre les fonc- 
tions inconnues et les variables indépendantes. 

oo. La règle énoncée n“ u2 revient à direjque, dans 
l'expression de ordonnée comme elle doit l’être, on 
peut regarder les variations et leurs dérivées contenues 
dans les différents termes comme des quantités arbitraires 
et indépendantes les unes des autres. Nous savons d'ail- 
leurs que les valeurs limites des variations et de leurs dé- 
rivtx;s sont liées aux variations des valeurs limites des 


Digitized by Google 



1 lO 


CALCUL DUS VAKIATUtAS. 


ibiictioiis iiu’onnues cl Je Icuis dérivées par des relations 
simples et linéaires, d’où il suit qn’oii pourrait encore 
regarder ces dernières variations eouime arbitraires et in- 
dépendantes les unes des autres. Donc, si l’on avait intro- 
duit, au moyen des relations dont il s’agit, les variations 
des valeurs limites, et qu’on eût ordonné dS par rap{X)rt 
à elles, de manière que chaque terme renfermât la varia- 
tion soit d’une inrotinue, soit de la valeur limite d’une 
inconnue ou de sa dérivée prise toujours par rapport à 
une ou plusieurs variables de substitution, ou trouverait 
encore les diverses conditions du maximum ou du mini- 
mum, eu égalant à zéro le coefficient de la variation pour 
cba(|ue terme séparément. Seulement si, par sa nature 
même, la variation était indépendante de certaines varia- 
bles, on devrait la faire sortir des signes de substitution 
et d’intégration relatifs à ces variables, avant d’appliquer 
la règle. Cette règle pourrait d’ailleurs se déduire facile- . 
meut du principe ([u’on peut assujettir une fonction in- 
déterminée U à conserver des valeurs fixes quelconques 
aux limites de certaines variables, tout en la faisant varier 
arbitrairement entre ces limites. Mais nous croyons inu- 
tile d’entrer dans les détails d’une nouvelle démonstra- ^ , 

tion; il nous suffira d’avoir donné celle indication d’une 
manière générale. 

Pour faire disparaître ce qui .semblerait peut-être 
un peu vague dans ces considérations abstraites, et pour 
établir en même temps des formules générales dont nous 
ferons plus tard des applications particulières, nous allons 
chercher successivement les conditions du maximum ou 
du minimum des intégrales simples, doubles et triples, en 
discutant pour chacune d’elles les diverses restrictions 
relatives aux limites qui peuvent se présenter. 
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Maxima et minima des intégrales simples, renfermant iino seule fonction 
inconnue. — Absence de maximum et de minimum absolu. — Diverses 
hypothèses ou rcstriction.s relatives aux limites. — Cas où l’éqUa- 
tion indéniiie s'intégre immédiatement. — Cas exceptionnel où il 
y a plus d'équations que d’inconnues. ^ — Cas où les valeurs limites de 
Xt X'f-t entrent dans la fonction à intégrer. — Maxima et inintma 
de.s intégrales simples renfermant deux fonctions inconnues. 


56. I. On cherche le maximum ou le minimum de Vin- 


légrale 


S=f 

-^1 

dans laquelle 

V=/(.r, r, .r', .r",..., :>■<“)), 

y étant une fonction inconnue de x, et y ^y'\. . . , ses 
dérivées successives . 

La variation de cette intégrale (n" 3!2), ordonnée 


Gomme 

elle doit l’élre 

(n" 50), rompre 

:nd 

les ternies sui 

vants : 


, 



(I) 

J 

-r^ 



j 



4- 

1 


(II) \ 





1 

~l \p.)Sr — 


i 


(III) 

4 

V St, — / V d.r,. 
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En égalunt à zéro le ppeniier terme, on Iroiive d .ilnjn 
récjuation indéfinie (P) = o, on 


(') 


P — 


lEi 

dx 


irp, 

<lx‘ 


d”P„ 

dx' 


rO, 


qui doit subsister pour toutes les valeurs de x comprises 
entre les limites .r, et x, . Cette ëquatlon différentielle, 
«jui est en général de l’ordre ara ou contient les dérivées 
de jusqu’à donnera par l’intégration la valeur de 
y en fonction de x et de 2n constantes arbitraires. 

Les termes (II), égafés à zéro, fouiniront à leur tour 
ara équations nux limites-. 



auxquelles on joindra les deux équations 



qui doivent leur existence aux termes (III). 

Telles sont les diverses conditions du maximum ou du 
minimum absolu de l’intégrale S. On satisfera aux équa- 
tions (a) au moyen des ara constantes arbitraires conte- 
nues dans la valeur générale de _r, et ces constantes se 
trouveront ainsi déterminées ou exprimées en fonctions 
des limites x, , x,. Il ne restera alors qu’à déterminer ces 
limites, et il semble au premier abord qu’on puisse le faire 
au moyen des deux dernières équations ( 3 ). Mais si l’on 
considère plus atienlivement la forme de ces équations, on 
verra que dans le eas actuel elles ne conduiraient à aucun 

résultat utile. En effet, •comme les équations (2), qui servent 
1 
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à réliiilinatioii (le.s 2 /<■ constantes arbitraires, l'oriuciii 
deuxséries composées la première en x, , comme la seconde 
l’est en x, , ces deux limites entreront de la même ma- 
nière dans la Valeur définitive de y, qui sera nécessaire- 
ment svmétrique par l apport à x, et x, . Il en sera de 
même de la fonction d’où l’on conclura que si l’une 
des équations ( 3 ) prend la forme J {x^ , Xj) = o, l’autre 
sera/(x, , x,) = o. Résolues tour à tour par rapport à x, 
etx, , ces deux équations donneraient donc la même va- 
leur, ou X, =Xj, ce qui rendrait l’intégrale S nulle 
quelle que fût la fonction r; et dès lors, évidemment, il 
ne pourrait plus être question ni de maximum, ni de mi- 
nimum. C’est du reste à quoi l’on devait s’attendre; car 
si la fonction r et les limites x,, Xj peuvent se déformer 
en même temps, sans être asstijetties h aucune restriction, 
il est clair que l’intégrale proposée pourra elle-même 
croître ou décroître indéfiniment, et qu’il n’y aura plus 
lieu à chercher sa valeur maxima ou minima. L’analys(> 
et le raisonnement s’accordent donc à montrer cpie le pro- 
blème n’aura de solution qu’aniant que lea valeurs limites 
de quelques-unes des quantités x, y"^ ■ • • , sc- 

rontdonnées ou assujetties à remplir certaines conditions. 
Ces conditions ou restrictions relatives aux limites peuvent 
être très-diverses ou formulées de plnsieiii's manière»; 
le plus souvent elles rentrent dans I une des liypolbèse» 
suivantes. 

') 7 . 1“ Les limiles fia Lintégralion .r,, x, sont ilon- 
nées. — En vertu de cette restriction, on a dx, = 0, 
dx, = 0; les termes (III) sont identi([uement mils et lc.*i 
équations ( 3 ) n’ont pins lieu. La solution du problème dé- 
pend alors de réi|uation indéfinie (i),qui donne la valeur 
dè y avec 2« constantes arbitraires, et des 2« équations 
aux limites (2) qui servent à déterminer ces constantes. 

Cntciit des Variations. f ^ 
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On a donné les limites a'i , Xt et en outre les 
valeurs limites de quelques-unes des fonctions y, y\ 
y",. — Par la môme raison que dans l’hypothèse 
précédente, les équations (3) n’existent plus. Il résulte 
d’ailleurs des équations (a), n” 33, que dans le ras où 
o.r, = d.r, = O, les valeurs limites des variations 

fISf d’Sy 

.T/x“’ 

coïncidonl respectivement avec les variations des valeurs 
limites de ^ 

tly iP » 

r, V’ TT’”’’ 

' (t.i- dx‘ 

lesquelles seront nulles, si ces valeurs limites doivcnl 
rester fixes. Or c’est ce que nous supposons avoir lieu poiir 
((uelques-unes d’entre elles ; donc aussi les valeurs limites 

. . ^ dS y 

de quelques-unes des variations ü y, ï-- i .seront 

nulles, ce qui fera disparaître un certain nombre des 
termes (II) et celles des équations ( 2 ) qui leur corres- 
pondent. Mais ces équations seront remplacées par les 
conditions mômes qui a.ssignent à quelques-unes des fonc- 
tions /, y',y"i • ■ • » des valeurs limites déterminées, 
conditions dont le nombre est toujours égal .à celui des 
équations disparues. Ces cdîiditions primitives, jointes à 
celles des é([uations ( 2 ) qui restent, suffiront donc encore 
à déterminer les in constantes arbitraires. 

Suppo.sons, par exemple, qu’on ail donné ou rendu 
lixes la limite Xi et les valeurs limites correspondantes de 
J, r!, de sorte qu’on ail 
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OU aura en même temps 



par suite les deux premiers termes (II) relatifs à x, sont 
identiquement nuis et les deux premières équations (à) 
n’ont plus lieu ; mais elles se trouvent remplacées de fait 
par les conditions de fixité des valeurs limites dey et dey'. 

3“ Les valeurs limites de quelques-unes des fonctions 
y-> ■ ■ ' y^"~'^ faces et données, sans que les 

limites x,, x,, soient déterminées. — Supposons qu'on 
ait donné les valeurs dey, y', y", .... y'"~‘^ correspon- ' , 

dantes à la limite inférieure Xj. Les variations Je ce.s 
valeurs fixes étant nulles, les relations ( 2 ) du n° 33 de- 
viennent 



Si l’on substitue ces valeurs dans les n termes (II) relatifs 
à X,, ces termes ramenés à ne plus contenir que la varia- 
tion dx, se réuniront au second terme (III) dans une 
seule expression définie , 


et ne fourniront plus qu'une seule é(|uation 

(4) . / 'lv-(P.).x'-{P4y'--.--{P»)r<”']=o, 


laquelle se joindra aux n conditions de fixité pour reni- 

8 . 
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placer les « premières équations ( 3 ) et la première équa-' 
tion(3). 

Si l’on avait fixé seulement les valeurs limites infé- 
rieures de y, y', les deux premières éipiatious ( 2 ) et la 
première équation (3) seraient remplacées par l'équation 
unique t 

/ '[v-(p.)r'-(P.)r"]=o, 


à laquelle on ajouterait les deux conditions qui assignent 
à y, y' des valeurs limites déterminées. 

4° Les valeurs liiniics de .r, y^-y', y'\. . ., sont 

liées entre elles par des relations données. — Soit 


(.^) I ■f[.r,x,r',y",...,rC-OJ=o 

une condition à laquelle doivent satisfaire les valeurs li- 
mites de or, y, y \ . . . , y^''~'K Eu prenant la variation et 
désignant, pour abréger, par f' la dérivée totale de f rela- 
tive h a:, ou posant 


d( df d( „ df 

' =di-^d^'' , 7 ^ 1 ^ 




on trouve (n° 30) 




( 6 ) 


, dfdSr 


d( d—'Sy 




équation dont on peul se servir pour éliminer des n -(-i 
termes (ir, et (Tll) relatifs à ar,, soit Jj:,, soit la valeur 

limite de l'une des variations oy, 


dSr 


d- 


'oy 


■ Dès 


dx dx“~' 

lors ces termes ne fourniront que n équations qui, jointes 
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à la condition primitive ( 5 )^ remplaceront les n premières, 
éclations (a) et la première équation ( 3 ). 

Admettons, par exemple, qu’à la limite inférieure de 
l’intégrale, y doive coïncider avec une fonction connue 
f (jr), de sorte que l’ou ait 

(7) j [r — = 

et, par suite, 

I j +• [.r'— — 

les deux tet'mes 

—j Vj.r. 

ne conliciulront plus qu’une seule varialion indépeiidanle 
<!t s’uniront pour fournir une seule équation 

(«) / '!v-[.r'-f'(-^)J(P.)| = o. 

laquelle, jointe à la condition (7), remplacera la première 
écjuation ( 2) et la première équation (3 ). 

Quelles que soient les restrictions auxquelles on assu- 
jettisse les limites a.',, x, et les valeurs limites de la fonc- 
tion y et de scs dérivées^', y", . . . , y<’'~^^, on a en général 
autant d’équations que d’inconnues, et à moins qu’il 
n’arrive par des suppositions particulières que ces équa- 
tions deviennent équivalentes ou incompatibles, elles 
sudirqnt toujours pour déterminer la fonction y avec scs 
in coûtantes arbitraires, et les limites J',, x, de l’inté- 
grale. 'i. 

08. Au lieu d’éliminer immédiatement une ou plu- 
sieurs variations, comme nous l’avons fait dans ce ipii 
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précède, on pourrait tenir compte d’une restriction 


r’ * 

quelconque / U = Oj dans laquelle L est fonction de 


■X, jr, J-', y ",. . en introduisant un facteur indéter- 
miné (n" 4^), c’est-à-dire en cherchant le maximum ou 
le minimum absolu de la somme 



11 faudrait alors ajouter à la variation déjà calculée de 
l’intégrale ou du premier terme , celle du second terme 



c/U dSy 
J Y ' dx 


U'5.r 


I, 


LJ' étant la dérivée totale de LI relative à x, 


U' = 


llx 


c/U , </u „ 


et égaler à zéro la somme des deux variations, ce qni don- 
nerait i 1 ° la même équation indéGnie (P) = o qu’ aupa- 
ravant, les équations aux limites 


( 



( 9 ) ^ 
1 




1 1 ‘(V4-flU') = o, 

1 (V-)- ccU')= 0 . 


Si LJ ne renferme les dérivées de p que jusqu’à l’ordre 
n — I iuclusivemeul, ces équations aux limites seronfcii 
nombre 3«-|- u, et suirirout généralement à déterminer 
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It» 2» coDStatiles introduites par l'intégration, et les li- 
mites Xi, Xf Quant à la nouvelle constante a, on en dis- 
posera pour satisfaire à la condition 

lorsque l’ordre des dérivées de jy, contenues dans LI, 
excède n — i, on aura plus d’équations aux limites que 
de constantes à déterminer, et le problème ne sera plus 
possible, si ce n’est dans des cas exceptionnels et très-parti- 
culiers. Donc, en général, pour qu'une intégrale S= J'Sdx 
ait un maximum ou un minimum, il faut avant tout que 
les restrictions auxquelles on assujettit les valeurs limites 
de y et de ses dérivées successives, n’atteignent pas la der- 
nière des dérivées contenues dans V, ni celles qui la 
suivent. 


IJ = 


Mais 


59. Il est des cas où l’équation indéfinie (i) peut s’in- 
tégrer une ou plusieurs fois sans qu’ot) ait besoin de con- 
naître ou de déterminer complètement la forme de la 
fonction V. Il suffit, en efl’ct, de savoir qu'elle ne renferme 
pas la première, ou les deux premières , ou les trois pre- 
mières, etc., des fonctions . ., y^"^ pour qu’on 
puisse effectuer immédiatement une, deux, trois, etc., 
intégrations successives. Supposons, par exemple, que V 
ne renferme pas y, mais seulement ses dérivées/', y", . . . , 

y^"K Puisque alors la dérivée partielle — = P est nulle, 

l’équation (i) devenue 

rfP, d’P, _ _ 

(ix rf.r’ ^ f/.r" ’ 

s’intégre immédiatement et donne 



d”-'P„ 

N—— 2 = t’i 


ou 


(P.) = n. 


Si V ne contient pas non plus/', U dérivée partielle 
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-y; — P) esi aussi nulle ; et l’on peut intégrer une seeoinle 
lois , ec qui donne 



rfj:"-' 


r, — ç,x, ou (P,)j=c, — C|.r.. 


En général, si les m premières des fonctions r*, 
y",. . . , n’entrent pas dans l’expression V, les m dé- 
rivées partielles P, P,, P», . . . , P,„_, et, par conséquent, 
les m premiers termes de l’équation (i) seront mils; on 
pourra donc intégrer /« fois de suite, ce qui donnera suc- 
cessivement 


i(P,) = Cj — 6-, -, 

{'**) UPj) = C3 — '’ï-H-r, — t 
j ï 1.2 

f JC jr^ 

( P« )=?<■„— -4- ...rhc, 5 — 

\ r I . a 1 .2.3... /H — I 


Le résultat définitif de cc's intégrations, oii l’équation 
dijlércntielle 


{"I 



jjn~ 


.2.3... .(m — I ) 


dans laijuelle, d’après les notations admises, (P,„) repré- 
sente 


P., 


rfP„*, , P„ 

' ■* — f- . . , »■ » 

dx djr"~'" 


ne renfermera évidemment que les dérivées de y jusqu’à 
ylin-m) inclusivement; l’ordre de l’équation primitive (i) 
sera donc abaissé de m unités. 

Il SC présente ici une |)articularité que nous devons faire 
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connaitre. Si les valeurs limites des fonctions y, y', y’.,..., 
qui ont disparu de V, ne sont assujetties à aucune 
restriction, le problème reste en partie indéterminé. Sub- 
stituant, en effet, les valeurs (lo) de (Pi ), (P.), . . . , (P,„), 
dans les m premières équations (a) pour en déduire les 
valeurs des constantes arbitraires e,, r,, . . . , c,„, on trouve^ 


C, = C,=. . . = ü, 

valeurs qui rendent en même temps identiques les ni pre- 
mières équations de la seconde série (2). Il ne restera donc 
plus que 2/2 — 2/72 équations pour déterminer les 2 22 — 222 
constantes nouvelles amenées par l'intégiation de Téqua- 
tjon (il) devenue (P,„) = o : et parconsequent /// d’e^utre 
olles demeureront arbitraires. 

C’est du reste cequ il était facile de prévoir. En effet, 
puisque V ne J’en ferme pas les fonctions 
et que ces fonctions n eulrentpas non plus dans les con- 
ditions relatives aux limites, 011 aurait pu prendre 
jiour fonction inconnue et chercher la forme à donner à 
celte fonction pour rendre l’intégrale S maximum ou 
minimum. La valeur en x tlo une fois trouvée, pour 
remonter à la fonction primitive j’, il faudrait encore in- 
tégrer 222 fois de suite, ce qui introduü ait nécessairement 
dans le résultat délinitif 222 constantes arbitraires. 


60. L’équation différentielle (P) = o peut encore être 
intégrée immédiatement une fois, lorsque la fonction V 
est linéaire par rapport ay, et que de plus le coefficient 
de jK îiè contenant que x prend la forme g/ (x). Dans cette 
hypothèse, en effet, on a P = &' (x) et l’équation (P) = o 
devient 


2/ P, 2/ 'P, 

dx d.xl 



OU. en intégrant, 

• ('P' ) = /?' (-r) fé-t = ? (-r ) -E c. 



( 2 -2 


CALCUL DES VAIUAÏlOiV.S. 


Mais, dans ce cas., si les conditions ( 2 ) 



existent, e’esl-à-dire si l’on n’a apporté aucune restric- 
tion aux valeurs limites de la fonction le problème sera 
indéterminé ou impossible; car la valeur ç (vr) -+- e de 
(P,) substituée dans les deux équations dont il s'agit, 
donnera 

»(x,)-|-c = o, (f (x,) -t- C = o, 
et ces équations sont incompatibles à moins que cp (x, ) ne 
soit égala y(xj). Si, accidentellement, cette condition 
est remplie, il est vrai qu’on pourra satisfaire aux deux 
dernières équations par une valeur convenable dé la 
constante c. Mais elles n’établiront alors qu’une seule 
condition et l’on n’aiira en réalité que 2 « — i équations 
aux limites pour déterminer les 2 n constantes, dont 
l’une au moins restera arbitraire. 

(il. Enfin, l’ordre de l’équation différentielle (i) peut 
encore s’abaisser d’une unité, lorsque V ne contient pas 
explicitement la variable x, quelle que soit d’ailleurs sa 
forme. En effet, la dérivée totale de V étant dans cette 
hypothèse ' 

^ = P r' P, J-" + p> r'" -t- • . . H- P, r , 
si l’on y substitue pour P sa valeur tirée de l’équation (1) 






on aura 

<1 r ilx' 


■ “ dx- ~ ^ 

Tv 

= P,r" 

-1- . 

. p„.r 


J 

4- 

•H . 

_ '/'■ P,. , 

■ ~dl^ ■ 
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Or, le second membre de celle nouvelle équation est une 
dérivée exacte ou la somme de dérivées exactes, comme 
on le voit en groupant les termes deux à deux, 


Substituant et intégrant, on aura donc 

?v=c+p,y 

dp. 


-4- P, r" 


ti. 


^X' 


d’P, 




dP„ d"-'P 

H- P«r‘"' - ^ ri"-') -t-, . .± -r-^y, 

dx fi-rn-r •' ’ 


d.r"“ 


équation qui est tout au plus de l’ordre in — i . 

Par exemple, si^ V ne renfermait que_^, l'équation in- 
déiinie (i) se réduirait à V = c, d’où_y = constante. Si V 
était fonction de la seule dérivée on trouverait encore, 
en prenant pour lonction inconnue, V = c, et^ par con- 
séquent, const., y= ax -t- b. Si les dérivées j', j" 
entraient seules dans \',on aurait, en prenant y' pt)ur fouc- 

• • vr '/V ,, ... 

tion inconnue, V = î ainsi des autres. 

62. Nous avons déjà fait remaïquer que le nombre des 
équations est on général égal à celui des inconnues et que 
les valeurs.de celles-ci ne deviennent iinpossibles ou indé ■ 
terminées que par .suite de supjiosilions particulières (jui 
rendent les é(|uationsaiix limites incompatibles, ou équiva- 
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lentes en ce sens que quelques-unes d’entre elles puissent 
se déduire les unes des autres. 11 est cependant un cas où 
le nombre des équations est plus grand que celui des incon- 
nues, et qui forme par là uue exception à la théorie géné- 
rale; c’est lorsque V est linéaire par rapport à la dérivée 
y{n) de l’ordre le plus élevé. En effet, cette forme, comme 
on l’a vu 11“ 35 , fait disparaître de (P) les deux dernières 
dérivées y(*”— '), j-(*">,,de sorte que l’équation (1) ne 
sera plus que de l’ordre in — 2, et donnera la valeur de 
r avec 7 .U — 2 constantes arbitraires, tandis que les 
é>]uations aux limites (2), ou les conditions qui pour- 
raient les remplacer, seront toujours en nombre in. Il y 
a donc plus d’équations que d’inconnues, et le pro- 
blème est impossible, à moins que des suppositions parti- 
l'ulières ne fassent que certaines équations aux limites 
rentrent dans les autres ou se déduisent des autres. 

Supposons, par exemple, qu’en outre des limites x,, 
X,, on ait fixé les valeurs extrêmes dey. Les équations (2) 
en (P,) disparaissent, et les in — 2 équations qui restent 
suUiscnt à déterminer les in — 2 constantes. Dès lors 
la fonction y est entièrement connue et l’on peut calculer 
ses valeurs extrêmes que nous appellej'ons, pour un in- 
stant, ù,, ù,. Il faut donc que les valeurs fixes, qu’on 
avait assignées d’avance aux valeurs extrêmes dey, soient 
précisément ù,, b^ \ autrement les conditions aux limites 
.seraient incompatibles et le problème n’aurait pas de 
solution. 

1 ) 3 . Jusqu’ici nous avons supposé qqeV était fonction 
des seules quantités x, y, y\ y'\ . . . , y^"K Si V renfer- 
mait en outre les valeurs limites de quelques-unes de çes 
({uantités, l'équation indéhnle (i) aurait encore la même 
forme, mais les éfjuations aux limites (2) et ( 3 ) subiraient 
des modifications que nous allons indiquer en peu de 
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xnots. Admettons, pour’ fixer les idées, ijuc V, avec- x,y-, 
y', . . . , contienne les valeurs limites inférieures de 
jf, y, y ', . valeurs que nous désignerons, pour 

abréger, par ç, r/, y,,, . en sorte que 


5 = .r„ n 


=/'V. 


Conservant à P, P,, P,.. . . leurs significations, posons 
en outre 


dV 

-77 = '^1 
‘h 


dV _ ■ dV 

— ’ Ti~' — • ‘ ) 


dn 


dr! 


J ^.r, ,»r, ^.r, 

I Ei(/x = T, I CT,rfx = (T|, I [T.rir = (7, , . . . ; 

X, ,,/x, t,'X, 


nous aurons 


. _ d^Sr 

. 5V = Pôy P, , .H- p„ 

(te dj" 

H- -)- CT, 'îu + CTj'îw' 4- . . . 4- a„âr,("~' >. 

Aux termes de la variation de l’intégrale S qiie nous . 
avons considérés précédemment, il faudra donc ajouter 

■»x, 

I (ct^Ç 4- CT.fîu 4 - CTi'Jji' -I- . . 4- ct„<î>)!"'‘')] d.r, 

.. X, * 

ou, ce qui revient au même, puisque àr., dv/, . . . , in- 
dépendants dex, peuvent sortir du signe y, 
ffdÇ 4- «Tld»: 4 - iTjSn'-i-. . . 4 - 
Or, d’après la définition même des quatités t, K, 


on a 


dÇ=rî.r,, 

'h=l ( S y 4- y' Sx,), 
dSy 




■ r"Sx, 
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l’ensumble des ternies (jn’oii doit ajoutei- à la vaiialioii 
de l’intégrale peut donc s’éerire 


-hj (<r + Tij'-I- . 


Dès lors, en égalant à zéro la variation complète de l’in- 
tégrale S, on obtiendra la même équation indéfinie (i) 
et les mêmes équations pour la limite supérieurex, qu’au- 
paravant; mais les équations relatives à la limite infé- 
rieure a’, deviendront 

, l'{P„) = a„, 

— = U. 



On aura donc encore le même nombre d’équations qu’ au- 
paravant, mais ce nombre deviendra plus grand si V 
contient les valeurs limites de ou dej dérivées d’ordres 
supérieurs; le nombre des équations aux limites dépas- 
serait alors le nombre des constantes indéterminées et le 
problème du maximum ou du minimum serait en géné- 
ral impossible. 

04. II. On cherche le maximum ou le minimum de 
r intégrale 



dans laquelle 


, V=/\x,y,Y',y 


y 


<"') . Z. z' z" . 
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Y et Z étant deux fonctions inconnues de In variable x, 
e/ J J-", . . . , z\ z " , . . , , leurs dérivées successives. 

Quand on égale à zéro la varialion de l’intégrale S 
trouvée n" 36, en admettant que les limites x,, Xj, ainsi 
que les valeurs limites de z et de leurs dérivées ne 
soient assujetties h priori à aucune restriction, les termes 
affectés d’intégration fournissent les deux équations in- 
définies 

(P) = o, (Q) = o, 
ou 


i P 

rfp, 

P, 

tlX" “ 

\ ^ 

d.v 


]q- 

,/Q, 

iix dx- 

O 

II 

s 

+1 


les termes alléclés de substitution et renfermant ây, o z 
ou leurs dérivées, donnent les a{m -h n) équations aux 


i unîtes 





i T' 

T' 



/ {?.)=■>, 

1 (P,) = o,.. , 

1 (P-) = o, 


I f.. 

T’ 



/ (P.)-o, 

1 (P,) = n,. 

1 (P») = o, 

^9.} 1 

1, ' 

1 Kl 

/■^l 

/■'i 


/ (Q.)-O, 

1 (Q,) = o,..., 

1 K>J = ü, 


1 

K. 

1', 

1 ‘ * 


1 (Q.)= 0, 

1 (Q.) = o,.,,, 

1 (Q0 = “. 

auxquelles s’ajoutent 

les deux nouvelles 

équations 


Kt 

M, 


13) 

/ ' 

= 0 , / V = o, 


provenant des termes 

en JX| et dx.,. 
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Les deux équations difTéreiilielles si mu 1 là nées (i),qui 
doivent avoir lievi pour toutes les valeurs de x eomprises 
entre les limites de l’intégrale, serviront à déterminer les 
formes générales des fonctions y et z. Or, puisque V cl 
ses dérivées partielles P,„, Q„ contiennent les dérivées de y 
jusqu’à et celles de z jusqu’à inclusivement, la 
première de ces équations sera de l’ordre 2 m par rapport 
à y et de l’ordre in 4 - n par rapport à z, tandis que la se- 
conde sera de l’ordre m y- n par rapport à y et de l’ordre 
11» par rapport à z, c’est-à-dire que les deux équations 
indéfinies prendront les formes 

? [■>■. X, y\ - ■ - , 1 , 

+ / J . /("■+"), z,a,. r(”.’ ] =.- O. 

Dificrentiaiit la première a « fois et la seconde m -|- n fois 
de suite, on aura ot -I- 3 n -I- 2 équations renfermant les 
dérivées dey jusqu’à et celles de s jusqu’à 

inclusivement, et l’on pourra éliminer les in 5 n + i 
incontiues z, z', z",. . ,, ce qui conduira à une 

équation dilférentielle ne contenant plus qut'y et ses dé- 
rivées jusqu’à l’ordro 2 i/i -f- 2 n, 

X> x'< x'\ - ■ •. >•(’"'+'")}= O, 

laquelle intégrée donnera la fonction y avec 2 (/«-(-h) 
constantes arbitraires. En remontant aux équations qui 
ont servi à l’élimination, on en déduira la seconde fonc- 
tion inconnue z exprimée au moyen des mêmes con- 
stantes. 

11 resterait ensuite à déterminer ces constantes arbi- 
traires et les limites a:,, a*, au moyen des équations aux 
limites (2) et ( 3 ). Mais, bien que le nombre des équations 
soit égal à celui des inconnues, elles conduiraient, comme 
dans le cas précédent, à un résultat absurde qui averti- 
rait (|uç le problème, dans les termes où nous l’avons posé, 


J 
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n’a'point de solution. On comprend d'ailleurs à priori et 
sansqu’il soitbesoind’aucunediscussion analytique, qu’en 
faisant varier arbitrairement avec les fonctions y, z les li- 
mites X, , Tt, on rendrait cliimérique la recliercbe dç maxi- 
mum ou minimum de l’intégrale S, puisqu'il est évident 
qu’elle pourrait alors croître ou décroître indéCniment. 

60. L’intégrale S n’est donc susceptible d’un maximum 
ou d’un minimum qu’ autant que les limites x,, x* ou les 
valeurs limites de y, z et de leurs dérivées sont assujetties 
à certaines restrictions. Ce qu’il y a de plus simple, est 
de supposer constantes les limites x,, x,. Leurs variations 
dx,, d Xi étant alors nulles, les deux derniers termes de 
dS disparaissent d'eux-mêmes et les équations ( 3 ) n’ont 
plus lieu. Les équations (2) serviront alors à déterminer 
les 2 (tn-\-n) constantes arbitraires amenées par l’inté- 
gration des équations indéfinies (i). 

Au lieu de supposer fixes x,, x., on pourrait faire 
d’autres hypothèses relatives aux valeurs limites de x, y, 
y,..., z, z',..., et on les mettrait en 

jeu exactement de la même manière que dans le cas pré- 
cédent. Ces hypothèses modifieraient de différentes. ma- 
nières les équations aux limites (2) et ( 3 ) sans altérer en 
rien les équations indéfinies (i) ; mais le nombre total des 
conditions à remplir resterait toujours le même, et suffi- 
rait en général à déterminer les ineonnues du problème. 
iNous disons en génci'al, car il peut arriver pour certaines 
formes particulières ou certains modes de composition de 
la fonction V que le nombre dcs'constantes aihitraires soit 
inférieur ou supérieur à celui des équations aux limites, 
et que le problème soit, par conséquent, indéterminé ou 
impossible. Il suffira d’avoir signalé l’existence de ces 
anomalies, dont la discussion, d’après ce qui précède, ne 
souffre plus de difficulté. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

Maxima et minima des intégrales multiples.— Cas d'une intégrale double 
qui renferme une fonction indéterminée p avec scs dérivées partielles 
du premier ordre. — Cas d’une intégrale double renfermant une fonc- 
tion t avec ses dérivées partielles du premier et du second ordre. — 
Cas d’une int^ralc triple renfermant une fonction u avec ses dérivées 
partielles du premier ordre. 


66. III. On cherche le maximum ou le minimum 
de l'intégrale double 


s = I I Vdrdx, 

dans laquelle 

Y=/(x, y, Z, P, q). 


Z étant une fonction inconnue des deux variables mdé- 
penda/ites x,y, et p, q ses dérivées partielles du premier 
ordre. 

Désignons, comme auparavant, par N, P, Q, les déri- 
vées partielles de V relatives q 2 » /’) q^ la variation de 
l’intégrale sera (n” \'i) 




S Z . (lytl.i: 





PSz.dy — 



r. 


PSz.dy 
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-h I I — I / \Syi.dx 

-hj \’Sx,.dx—j ^ \S.r,.<fy. 


Quoiqu'il seintle évident que si l’on n’apporte aucune 
restriction ni à la fonction z ni aux limites de l’inicgraie, 
celle-ci pouvant croître ou décroître indéfiniment ne sera 
susceptible- ni de maximum ni de minimum; cependant, 
comme le problème absolu est en quelque sorte le type 
du problème relatif, nous admettons d’abord que les va- 
riations âz, dji, dj,, dx,, dx, sont toutes arbitraires et. 
indépendantes les unes des autres, en nous réservant de 
faire subir aux équations de condition obtenues dans cette 
hypothèse, les modifications qui conviendront aux di- 
verses restrictions. Cherchons donc, en l’absence de toute 
restriction, les équations dans lesquelles se partage la con- 
dition fondamentale dS= o. 

Le premier terme de dS fournit d’abord l’équation in- 
définie 


(') 


N 


dV dQ ^ 
dx dy 


qui doit subsister pour tontes les valeurs de x,j--, com- 
prises entre les limites de l’intégrale double, ou pour tous 
les points du plan ocy situés dans l’intérieur du quadrila- 
tère ABDC,_/t§. I, p. 76. 

Les quatre termes suivants, renfermant oz sous un, 
signe de substitution, font naître les quatre équations aux 
limites 



!)• 


V 
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qui doivent subsister pour les points du contour ABDC, 
la première le long de la courbe inférieure AC 
la seconde le long de la courbe supérieure BD 
la troisième le long de la droite AB (x = jr,), la quatrième 
le long de la droite CD (x=x,). On peut, du reste, 
réunir les deux premières conditions dans cet énoncé 
unique que QJx — doit être nul le long des deux 
courbes AC, BD, les dillérentielles «/y étant relatives 
à ces courbes. On énonce de même les deux dernières con- 
ditions à la fois en disant que P doit être nul le long des 
deux droites AB et CD; or, comme ces droites sont per- 
■pendiculaires à l’axe des x, dx est nul pour cliacuncd’elles, 
et ré([uation P = o entraîne celle-ci Ç)dx — ^<ly = o ; 
donc, pour que l’ensemble des conditions (a) soit satis- 
fait, il faut et il suffit que l’on ait 

Q rfx — Vdy=o 

le long du contour entier auquel s’étend le champ de l’in- 
tégrale double, les difTércntielles r/x, dy étant relatives à 
ce contour. 

Cet énoncé comprend évidemment autant de conditions 
distinctes qu’il y a de côtés dans le contour limite. Le plus 
souvent il y en quatre; mais rien n’empêche que leur 
nombre soit plus grand, et que les fonctions yt,Jt ou les 
courbes AC, BD cessent d’être continues ou soient for- 
mées de plusieurs parties de nature dillérente. Quelque- 
fois aussi il peut arriver que les côtés rectilignes AB, CD 
disparaissent et que le contour se réduise à deux courbes 
ou même à une seule courbe continue et fermée de toute 
part. L’équation (^dx — Pr;^=o, ou l’ensemble des 
équations ( 2 ), représente donc un nombre de conditions 
plus ou moins grand selon la nature des limites de l'in- 
tégrale. 

Enfin les quatre derniers termes d(! âS contenant les 
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variations (îx, , (îj'i , ây^, dont les deux premières, 
ou àx , , dx, sortent du signe intégral parce <[u’ elles sont 
indépendantes' de y, donnent les quatre nouvelles équa- 
tions aux limites 



dont les deux premières exigent qu’oii ait \ = o pour 
tous les points des deux courbes AC, BD, et les deux 
autres que l’intégrale JMdy, prise le long de la droite AB 
ou le long de la droite CD, soit -nulle. 

67. L’équation indéfinie (i) reste toujours la même, 
quelles que soient les restrictions apportées aux limites 
de l’intégrale ou aux valeurs limites de z, p, q-, c’est une 
équation aux différences partielles du second ordre. Sup- 
posons qu’on sache l’intégrer et qu’elle conduise à une 
équation primitive entre x, y, z et deux fonctions arbi- 
traires. On disposera de ces fonctions pour satisfaire .à 
deux équations aux limites, lesquelles seront différentes 
selon les restrictions admises, que noiis allons discuter. 

1 ° Les limites de l’intégrale sont données. — Les 
quatre derniers termes de dS dispafai.sseut avec les varia- 
tions dx, , dxj, dji, Sji, qui sont nulles, et les équa- 
tions (3) cessent d’avoir Heu. Les équations aux limites 
se réduisent alors au système ( 2 ) ou à la condition 

(4) A Qdx — P<// = o, 

qui doit subsister pour tous les points du contour limite 
et à laquelle les deux fonctions arbitraires doivent satis- 
faire. Or, pour déterminer complètement ces fonctions, il 
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suffit de deux équations, tandis que la condition (4) re- 
présente, comme ou l’a vu, autant d’équations distinctes 
qu’il y. a de côtés ou de courbes différentes dans le con- 
tour limite. 11 eu résulte que si les côtés rectilignes AB, CD 
. ne sont pas nuis, ou mieux, que si dans la composition du 
contour limite il entre plus de deux courbes distinctes, le 
problème n’aura pas de solution , à moins toutefois 
qu’il n’arrive accidentellement que les formes des fonc- 
tions arbitraires qui conviennent à deux de ces courbes, 
conviennent en même (emps>à toutes les autres. 

Lorsque 3 représente l’ordonnée d’une surface qu’il 
s’agit de déterminer de manière à rendre l’intégrale S 
maximum ou minimum, l’hypothèse ou la restriction que 
,nous venons de considérer, signifie que la surface cherchée 
derit être comprise entre certaines parois cylindriques 
normales au plan xy et données par les équations 

x = x,, JC = X,, J =y,, 

à** Les limites de' l’intégrale sont données, ainsi que 
les valeurs limites de la fonction z. — Tous les ter- 
nies de dS affectés de substitution sont identiquement 
nuis et les équations aux limites (a) et (3) disparaissent 
par conséquent. Mais la surface cherchée est alors assu- 
jettie à passer par Certaines courbes dans l’espace, courbes 
qui sont connues, puisqu’on a donné non-seulement leurs 
projections sur le plan xy, ou le contour limite, mais 
aussi les valeurs correspondantes de l’ordonnée z. Or, 
quand on aura fait passer la surface par deux courbes 
données, les deux fonctions arbitraires seront détermi- 
nées ; si le nombre des courbes ou des côtés du contour 
limite était plus grand, on aurait donc plus de conditions 
que ne peuvent en vérifier, généralement, les fonctions 
arbitraires, et le problème serait impossible. 

3” /.rt valeur de z aux limites de l'intégrale est 
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constante et donnée, ces limites étant elles-mêmes va- 
riables . — Cela veut dire que la surface cherchée est seu- 
lement assujettie à se terminer dans un plan donné pa- 
rallèle au plan xy. Puisque nous supposons 





k étant une quantité constante et donnée, nous aurons, 
en prenant (n" 30) la variation des deux membres de ces 
équations 


1 [Si +p3x,) = o, 

1 (Sz-\- pSx,) = 

[Sz-\-qSjr,) = o, 

1 (Sz-h qSj',)=^ 


Si, dans la variation de l’intégrale, on réunit deux à deux 
les termes affectés de la même substitution, on obtiendra ' 
quatre expressions définies renfermant chacune deux va- 
riations devenues fonctions l’une de l’autre en vertu des 
relations qui précèdent. Donc, en éliminant une de ces 
variations et égalant à zéro le coefficient de l’autre, on eu 
déduira quatre équations aux limites, qui devront rem- 
placer les systèmes ( 2 ) et (3). Considérons, par exemple, 
les deux termes affectés de la substitution =/i, qui, 
réunis en un seul, deviennent 

après avoir éliminé àz à l’aide de la relation dz-|-^ôj'i = o, 
qui doit avoir lieu, comme on l’a vu tout à l’heure, pour 
la limite inférieure de jr, égalons à zéro le coefficient de 
df,; il viendra 


r s) •'( 
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On aura f-galemcnt pour la limite supérieure dey 



Les deux termes de ÔS, atl’ectés de la substitutiou 
X = X,, donnent de même la somme 

* 

(V^^, -H Piîz)</j; 

éliminant à z, en se servant de la relation âz + pdx,^o, 
qui doit être vérifiée pour la limite inférieure de x, et éga- 
lant à zéro le coeflicient de la variation 3xt, qu’on aura 
fait sortir du signe- intégral, puisqu’elle n’est au fond 
qu’une constante arbitraire, on trouvera 



et, de même, pour la limite supérieure de x, 

I ’J \y-Pp)dy=.o. 


En résumé, il résulte de cette discussion qu’on doit 
avoir f (\ — P/?) dj = o, l’intégrale étant prise le long 
de l’une ou de l’autre des droites AB, CD (^g. i), et 

V — — P ^ j q = c> pour chacune des deux courbes 

AC, BD, la dérivée -/-étant relative à ces courbes. Mais, 
. dx 

puisque Z est supposée constante le long des courbes dont 
il s’agit, sa différentielle totale dz =. pdx qdy sera 
nulle. pour chacune d’elles, et l’on aura, ]>ar conséquent, 

. . dr P 

■Pdr + qdj^o, = 
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donc, en définitive, les nouvelles conditions aux limites 
exigent qu’on ait 


(5) ' V — P/, — Q9 = o 

pour chacune des courbes =zy^,y =yt-, et 

(6) _/(V — P/j)rf/ = o 

pour chacune des droites jc=Xi, x = j:„ l’intégrale 
étant prise le long de ces droites entre les limites j', etj'j 
de la variable J'. 

4“ Les 'valeurs limites de x, y, z sont liées entre elles 
par des relations données quelconques. — C’est le cas. 
où la surface cherchée est seulement assujettie à avoir 
son contour limite sur une ou plusieurs surfaces don- 
nées que nous appellerons surfaces terminales. Soit 
Z = ( (x, y) l’équation de l’une de ces surfaces, par 
exemple, de celle qui correspond à la limite inférieure 

dey, et désignons par p', <f les dérivées partielles 

de Z relatives à cette surface; la restriction ainsi établie 


cntraincra 

et permettra d’éliminer dz delà somme 





des deux termes qui, dans la variation de l’intégrale, sont 
affectés de la substitution y=y,. Ces termes alors ne 
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fourniront plus qu’une seule équation, ^ 

, (ju’on pourra écrire simplement 

(,) 

en ajoutant qu’elle doit subsister pour l’intersection de la 
surface cherchée et de la surface terminale, ou plutôt pour 
tous les points de sa projection sur le plan jy, la dérivée 

~ étant relative à cette même projection. Cette dérivée 

est d ailleurs facile à déterminer. En effet, puisque les 
équations différentielles des deux surfaces dont il s’agit, 

dz = pdx H- qdy, dz = p' dx + q'dy, 

subsistent simultanément pour leur intersection com- 
mune, on aura pour cette même intersection 

✓ 

pdx -)- qdy = p’dx ■+■ q’dy, ou — = — ^ — , 

dx q — q'- 

valeur qui, substituée dans l’équation (7), lui faitprendre 
la forme plus symétrique 

(8) V-P(y,-/,')_Q(y-./) = o. 

Nous n’avons pas besoin d’ajouter qu’une équation 
toute semblable doit avoir lieu pour la surface terminale 
correspondante à la limite supérieure dej', avec la seule 
modification , bien entendu, que p', signifieront alors 
les dérivées partielles de l’ordonnée z de cette dernière 
surface. En général, quel que soit le nombre des surfaces 
données qui doivent limiter la surface cherchée dans le 
sens des/, la condition (8) aura lieu pour l’intersection 
de chacune d’elles avec cette dernière feurface. 
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Considérons à présent le cas plus particulier où la sur- 
face donnée z = f (.r, jr), dz = p'dx q'dy, doit servir 
de limite inférieure dans le sens des 2 ', où, par conséquent, 
son intersection avec la surface cherchée est assujettie à se 
projeter sur le plan xj suivant une droite perpendiculaire 
à l’axe des x. 

La condition ainsi établie 

I .r)) = o 

entraînera 

I \^- + {p — p')^x,]^ = O, 
et permettra d’éliminer i^z de la somme 


des deux termes qui dans la variation de l’intégrale sont 
all'ectés de la substitution x = ar,. Ces termes alors ne 
fourniront plus qu’une seule équation 

(y) j {y—P(p — p’)]‘ir = o, 

qu’on pourra écrire simplement 

(■O) f\y-^ip- P')]djr=o, 

en ajoutant que l’intégrale doit être prise le long de la 
projection sur le plan xj de l’intersection dont il s’agit, 
c’est-à-dire le long de la droite AU {Jig. i). Une équation 
semblable aurait lieu pour la limite x,, ou pour la droite 
CD, s’il existait de ce côté une seconde surface terminale. 

<)8. Pour généraliser celte dernière espèce de rcslric- 




(V5 J, -t- P3z)(/y 
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lion, supposons que la surface cherchée doive se terminer 
quelque part, par exemple vers la limite inférieure dey, 
dans une surface donnée z=((x, y), ou dz—p'dx-\-<jfdy, 
et qu’en outre l’intersection des deux surfaces doive se 
projeter sur le plan xy suivant une droite donnée de di- 
rection; Soit a la tangente de l’angle compris entre cette 
direction et l’axe des x; on aura à la fois les deux conditions 


I {^-f(:r,:r)| = o, ^ = «. 


On tirera de la première 
IJ'i 


iz-h(y — = O, 


et de la seconde 


dSj', 

dx 


= O, ou 5/i = k , 


k étant une constante arbitraire, ce qui réduit à 

les deux termes de JS affectés de la substitution y=y,, 
lesquels alors ne donneront plus que la seule équation 

(>0 /|v— P(/>— />') — Q (7 — - 7 ')|«te = o, 

l’intégrale étant prise le long de la pi-ojection rectiligne 
dont il s’agit. A la diflérentielle de l’abscisse x on peut 
substituer celle de l’ordonnée y ou celle de la longueur l 
delà projection, puisqu’on a 

dx dy ^dx‘‘ -t- rfr’ dl 

' “ V I -h V^i 4- fl’ 

a étant une quantité constante-, l’équatiou (ii) prend 
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ainsi la forme plus symétrique 

(,Ci) f\V-P(p-p’)-q.q-g')\di = 0. 

L’équation (lo) n’est qu'un cas particulier de celle-ci; 
car en supposant la projection rectiligne perpendiculaire 
à l’axe des x, on a dx = o, dj — dl, et dz = qdj = <fdj, 
ou q — q' = 0 , Le résultat définitif de colle discussion 
peut donc s’énoncer dans les termes suivants : 

Si la surface cherchée est seulement assujettie à se 
terminer dans une surfaee donnée, z = {[x, j), ou 
dz = p'dx -h q'dy, l’équation (8) 

\ — V{p—p') — q{q — q') = o 

doit avoir lieu pour tous les points de la projcctiôn sur le 
plan xy de l’intersection commune des deux surfaces; 
mais s’il faut en outre que cette projection soit une ligne 
droite de direction donnée, il suffit que l’on ait ( 12 ) 
/{V-P(/.-/)-Q(7-7')|rf/z=o, 

l’intégrale étant prise le long*de la projection dont il s’agit. 

Les restrictions admises dans la troisième hypothèse ne 
sont évidemment que des cas particuliers de l’hypothèse 
plus générale que nous venons de discuter. Ajoutons que 
dans ces deux hypothèses le nombre des équations de con- 
dition sera plus grand que celui des fonctions à détermi- 
ner, chaque fois que le contour limite se composera de 
plus de deux parties ou arcs de courbe distincts; on sera 
donc le plus souvent forcé d’admettre que ces arcs se ré- 
duisent à deux, c’est-à-dire que les fonctions y-y et y^ 
deviennent égales pour les valeurs extrêmes de x. 

(59. IV. On cherche le maximum ou le minimum de 
l'intégrale double 



i4a 

flans laquelle 
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V =f{x, y, Z, P, q, r, t, t), 

Z étant une fonction inconnue de x, j', et p, q, r, s, t 
ses dérivées partielles du premier et du second ordre. 

Nous avoQS déjà trouvé (p. 76) la variation de cette 
intégrale; et pour lui donner la forme définitive qu’exige 
l’appliôation de la règle du n° o2, il ne reste qu’à décom- 
poser les signes de substitution double en signes de sub- 
stitution simple, en remplaçant en même temps les déri- 
vées symboliques^! ^ P®*" dérivées réelles 

soitdej^i, soit dc_yi qu’elles représentent. Mais cette pré- 
paration tant de fois expliquée est trop simple. pour qu’il 
soit nécessaire de récrire ici la variation de l’intégrale 
sous sa nouvelle forme, d’autant plus que la forme abré- 
gée de la page 76 se prête tout aussi biei) à la recherché 
des conditions de maximum ou de minimum, et permet 
de les mieux embrasser d’un'seul coup d’œil, quand une 
fois on a bien saisi l’esprit de la règle dont il s’agit, et des 
notations admises. Il suflira donc d’énumérer les diffé- 
• renlcs équatiôns que l’on obtient lorsqu’on égale à zéro la 
variation de l’intégrale, en y regardant d’abord les varia- 
tions de la fonction z et des limites x,, Xj, yityt comme 
arbitraires et indépendantes les unes des autres., 
l,e premier terme donne l’équation indéfinie 

, , „ flP ,iQ f/’R r/“S ^/'T ' 

(,) N-_- — + — + — + — _o, 

qui doit subsister pour toutes les valeurs de x, j com- 
prises entre les limites de l’intégrale double. C’est une 
équation aux dérivées partielles du quatrième ordre; et 
l’équation primitive, lorsqu'elle existe, ou la relation 
finie entre x, y, z qui y satisfait de la manière la plus 
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générale, renferme au plus quatre fonctions arbitraire.s, 
dont on peut disposer en général pour satisfaire à quatre 
équations aux limites. 

Les termes en dz et sous les signes ff donnent 


(2) 


[ „ rfR , / rfR \ ^ dS dT 

V'+5:/’+ (»s:-‘>)/+«-5ï-,-5r = ". 

l ... Rr'>— S/ + T=o, 


équations qui doivent avoir lieu pour chacune des cour- 
bes limites =_y,, les dérivées j', J)'", étant re- 

latives à ces courbes. 

* (i S 

Les termes en dz et sous les signes j/ donnent de 
même les deux équations 


1 „ an ao 

I P ; T" = 

(3) j dx djr 

{ R = o, 

qui doivent être vérifiées le long des deux droites .r = a:, , 

X=Xj. 

Le terme en dz sous les signes // fournit l’équation 


( 4 ) S-R/ = o, 

qui n’a besoin d'être vérifiée qu’en chacun des (piaire 
points A, B, Ç, D (/ig. i, p. 76), où les deux courbes 
rencontrent les deux droites, la dérivée étant en chaque 
point relative à la courbe qui y aboutit. 

Enfin les termes renfermant les variations dj ,, dj,, 
dxi, dx, qui sont indépendantes les denx premières dej-, 
les deux dernières de x, y, donnent naissance aux équa- 
tions 


V = o 
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dont la première se rapporte aux deux courbes y 
y = et la seconde aux deux droites x = x,, x = x,, 
l’intégrale f^dy devant être prise le long de l’une ou de 
l’autre de ces droites. 

Comme chacune des équations (a), (3), (5) doit avoir 
lieu pour deux courbes ou pour deux droites differentes, 
tandis que l’équation (4) doit subsister pour quatre points 
distincts, le nombre total des équations aux limites est 
seize. 

70. Lorsque les limites sont fixes, les équations (5) 
cessent d’avoir lieu et il ne reste plus que douze- équations 
aux, limites. Ce nombre étant toujours supérieur à celui 
des fonctions arbitraires, il n’est pas possible en général 
de les vérifier toutes à la fois. Dans le cas, cependant, où 
les côtés rectilignes disparaissent,' c’est-à-dire où le con- 
tour limite se réduit à deux courbes, les équations (3) et 
(4) s’en vont et il ne reste plus que le système (a), qui se 
résout, comme on l’a vu, en quatre conditions distinctes, 
nécessaires et suffisantes pour déterminer les fonctions 
arbitraires. Dans ce cas, on a donc lieu de penser que le 
problème du maximum ou du minimum admet une solu- 
tion. 

71. La première des équations ( 2 ) est peu symétrique 
à cause de la dérivée second»; y" qu’elle renferme ; mais 
en éliminant cette dérivée ou rétablira la symétrie et l’on 
prouvera en même temps que les équations ( a ) compren- 
nent comme cas particulier les deux équations (3). En 
effet, si l’on différentie la seconde équation ( 2 ) 

R/’-S/-bT = o, 

en y regardant y comme une fonction de x, ainsi que cela 
doit être, puisque cette équation se rapporte à l’une des 
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l’ombi's limiics > = y, Ou y =y^, fin aura 



Entre cette équation et la première des équations (2) 
on peut éliminer y"; le résultat ne renfermera plus que 
y avec ses puissances seconde et troisième, et on le rendra 
linéaire en j' en faisant servir de nouveau l’équation 

Uy" — Sy+T = o 

à l’élimination successive de j'" et jy'*. Quand 011 aura 
effectué ce calcul, qui ne présente d’autre difficulté que 
sa longueur, et qu’on aura multiplié par une puissance 
(;onvenable de Jx, on verra le système (2) prendre la 
forme symétrique, 



+ï<ic’= o. 


Telles sont les conditions .à remplir par la fonction z le 
long des deux courbes J O'* mieux le long 

de chacune descourbes limites, quel que soit leur nombre. 
On peut même, pour généraliser, les étendre aux côtés 
rectilignes X,, x = x,, lorsqu’ils existent. En effet, 
la valeur nulle de la différentielle dx qui caractérise ces 
deux côtés, réduit les équations ( 6 ), la seconde à 

R — O , 

i'.nirut y ofiiitions. ï*» 
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</R 


>IR 


</R , 

OU ~r~ = « ; la un' 
<•/) ‘ 


ce qui ciilraîiie •— c/,r + — r/y = o, 

* i/j: (h ' 

inièrc, par conscqucul, à 

ür <iy ’ 


Cl les ramène ainsi aux conditions (3) déjà établies poul- 
ies côtés rectilignes dont il s’agit. On tiendra donc compte 
à la fois des équations ( 2 ) et (3) en étendant les condi- 
tions ( 6 ) à tous les points du contour limite. 

Pour les quatre poinlsd’interseclion des courbesj =•)'■, , 
■y = ^5 avec les droites x — Xt, x = J’,, il faut joindre 
aux équations ( 2 } et (3), ou aux équations ( 6 ), la condi- 
tion (4), laquelle, à cause de H =; o, se réduit simple- 
ment à 

S = o, 

72. Mous signalerons, en passant, un cas dans lequel 
les équations aux limites se simplifient considérablement; 
c’est lorsque, en raison de la forme particulière de In fonc- 
tion V, l'expression 

4 KT — S’ 

est identiquement nulle. Dans ce cas. en cHi'I. la sceoinle 
des équations ( 6 ) donne 


(7) 


= 2 R =■■ 


• 3.T 

r’ 


et la première devient identique. Il siiflil donc alors, 
pour que les condjlioiis aux limites soient satisfaites, 
' que l’éipiation (j) subsiste le long du contour limite 
entier, et qu’on ail d’ailleurs S~o aux (jualrc points 
A, r>, D. Mous nous bornons à indi(|iicr ce résultat 


. e" , 
J,.-'. 
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l'ii laissant au lecttuir le .soin de le vérifier Ini-inènie. 

Au lieu de supposer fixes les limiti’s de l’intégrale, on 
pourrait établir dilfércntes relations entre les valeurs li- 
mites de X, y, r, />, r/; eu suivant la même marche tjue 
dans le cas préeédent, il serait toujours facile de trouver 
les modifications subies dans chaque hypothèse par les 
équations aux limites. Mais pour les applications que 
nous avojis eu vue, une pareille discussion aurait peu 
(futilité et nous roinettons sans r('gt(‘t. 

7d. jNous ne pouvons, au contraire, passer sous silence 
un des points les plus délicats, les plus difficiles que l’on 
rencontre dans la recherche des inaxima et minima des 
intégrales doubles, et qui rend cette recherche beaucoup 
moins satisfaisante ((ue celle des iiiaxlma et minima des 
intégrales simples, l.a difficulté à laquelle nous faisons’ 
allusion, vient de l'ignorance où l’on est du degré de gé- 
néralité que eomporte la fonction qui doit satisfaire à une 
équation aux dérivées partielles d’un ordre supérieur au 
premier. D'abord on ne sait pas à priori si une pareille 
équation admet ou non une équation primitive eu termes 
finis qui ait la incine généralité qu'elle; et alors même 
tpie l’existence de cette équation équivalente est certaine, 
ou ne sait p.ls combien de fonctions arbitraires elle doit 
renfermer : tout ce que fou peut alfirmereti général, c’est 
que le nombre des fonctions arbitraires coiit('uues dans* 
l’équation primitive, lorsqu’elle existeX est au plus égal à 
celui qui marque l’ordre de l'équation proposée aux déri- 
vées partielles. A joul<ins que, quand même on connaîtrait 
le nombre des fonctions arbitraires renfermées dans l’in- 
tégrale la plus générale, on ne saurait pas encore au 
juste par combien de conditions particulières, ou par 
combien d’équatious aux limites elles pourraient être dé- 
terminées. 

lO. 


Digitizect by Google 



CALCUL DKS V AUI VTIONS. 


l48 

Malgré celte imperfcclioii <le la théorie actuelle des 
équations aux dérivées partielles, l’analogie et l’exameii 
de cas particuliers nous porte à inférer, comme nous 
l’avons déjà admis sans preuve, dans ce qui précède, qu’on 
peut en général assujettir une fonction z de deux variables 
X, y, donnée par une équation aux dérivées partielles de 
l'ordre n, à remplir n conditions particulières, ou A véri- 
fier n équations exprimant chacune explicitement ou im- 
plicitement ce que doit devenir la fonction z pour une 
relation particulière établie entre les variables x,_y ; c’est- 
à-dire, géométriquement parlant, qu’on peut assujettir 
une surface dont on connaît seulement l’équation aux 
dérivées partielles de l’ordre n,à passer par « courbes 
distinctes, et qu’elle sera alors entièrement déterminée. 

On sait, en effet, qu’étant donnée une équation entre 
‘x, ji z et scs dérivées partielles jusqu’à l’ordre n inclusi- 
vement, ou peut fixer arbitrairement les valeurs qüe de- 
vront prendre pour x = o, ou, en général, pour une rela- 
tion déterminée f [x, y) = o entre les variables x, y, la 
fonction z et une de ses dérivées partielles de chaque ordre 
jusqu’à celles de l’ordre n — i, les valeurs, par exemple, 
d: (i‘z 

de z, ••• • > fiue de ces valeurs, jointes à 

l’équation proposée, on peut déduire les valeurs corres- 
pondantes de toutes les autres dérivées. Par cela même 
•tous les éléments constitutifs de la fonction z, c’est- 
à-dire tous les coefficients dont dépendrait son dévelop- 
pement en série, supposée convergente, sont complète- 
ment déterminés poui' la relation Jiarticulière 

/{x,r)=o, 

ou le long de la courbe que cette équation représente, de 
telle sorte que l’on puisse construire par points, ou de 
proche en proche, la suriace à la(|uelle appartient l’or- 
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dumiée z. De ce théorème connu il résulte immédiate- 
ment ; 1 “ qu’une surface dont l’équation aux dérivées par- 
tielles est du premier ordre, est complètement fixée lors- 
qu’on l’assujettit à passer par une courbe donnée; 

qu’une surface dont Féquation aux dérivées partielles 
est du second ordre, peut être construite lorsque, en outre 
de la courbe qu’elle doit contenir, on donne la position du 
plan tangent le long de cette courbe, ou, en d’autres termes, 
lorsqu’elle est assujettie à contenir deux courbes infini- 
ment voisines l’une de l’autre; 3“ que la surface qui doit 
satisfaire à une équation aux dérivées partielles du troi- 
sième ordre, est déterminée, quand, avec la courbe et le 
plan tangent, on donne la courbure de la section normale 
à la courbe, c’est-à-dire quand on l’assujettit à passer par 
trois courbes infiniment voisines, -et ainsi de suite. 

La proposition que nous avons avancée est donc vraie, 
lorsque les n courbes données sont infiniment voisines 
les unes des autres, et tout porte à croire qu’elle sera en- 
core vraie, lorsque les n courbes seront situées d’une ma- 
nière quelconque dans l’espace. 


74. V. On cherche le maximiun ou le minimum fTiinc 
intégrale triple 


dans laquelle 



\<h(tydx. 


V =»/(x, Y, Z, U, p, (/, r), 


U étant une fonction inconnue de trois variables indé- 
pendantes X, y, Z, et P, q, r ses dérivées partielles du 
premier ordre. 

Nous avons déjà donné, p. 86, la variation de cette in- 
tégrale. Cherchons actuellement les équations indéfinies 
et aux limites qu’entraine la condition générale de maxi- 
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nuim ou de iiiiiiiiiium , la variation égalt'c à zéro, lors- 

i[ue les limites Tte sont assujetties . à aucune restriction. 

Le premier terme de la variation fournit l'équation in- 
définie 


(>) 


ilï> 

dx 


dr 


'13 

~dz 


qui doit subsister pour toutes les valeurs de x,y, z com- 
prises entre les limites de rintégrale, ou pour tous les 
points de l’espace compris entre les six surfaces A,, A,, 
lî,, llj, C|, C, (n" 43) qui limitent le cliamp de l’intégrale 
triple. 

Les termes en on alfectés de substitutions donneur le 
|)remier svsièinc d équations aux limites 


ilz "■ (/: 

dr 

P=o; 


: O, 


la première aura lieu pour les deux surfaces courbes C,, 
Cj , la seconde pour les deux cylindres B,, Bj , et la 
troisième pour les deux plans A,, A,. Les dérivées par- 
tielles 1^1 — dans la première équation sont celles de 
l’ordonnée ou s, de la surface courbe C, ou C, que 

l’on considère; la dérivée ^ dans la Seconde est relative à 
tljr 

l'un ou à l’autre des cylindres B,, B,. 

Un second .système tl’équations aux limites 


f.H) 


V = O , 

/ \dz — O, 
Il Vi/zd> =7 fl. 
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csl Iburni par les termes aÜectés des variations 5zi, dz,, 
âyi, ojTj, dont les deux premières sont indé- 

pendantes de Z, les deux suivantes de y, z, les deux der- 
nières de toutes les variables principales x,.^, z. La pre- 
.mière de ces nouvelles équations (3) aura lieu pour tous 
les points des deux faces courbes z = Zj, z = z, ; la se- 
conde pour toutes les génératrices des deux faces cylindri- 
ques y — ysi y — yii l’intégrale J\dz devaiu être prisçv, 
le long d’une quelconque de ces génératrices-, la troisièiifc; 
équation, enfin, devra être vérifiée pour chacune des deux 
faces planes x = x,, x=x,, l’intégrale J' f Xriydt s'élcu- 
dant à l'aire entière de l’une ou de l’autre de ces der- 
nières faces. 

La solution du problème du maximum ou du minimum 
absolu dépendrait ainsi d’une é([uation indéfinie et de 
douze écjuations aux limites; mais comme ce problème, 
par sa nature même, est impossible, nous passons à l’exa- 
men des modifications (juc doivent subir les équations ob- 
tenues, en raison de certaines restrictions apportées aux 
limites de l’intégrale. 

75. 1 ° Les limites X), X|, y, , y,, z,, Zj, de T intégrale 
sont fixes. — Le système (3) disparaît et les équations 
aux limites se réduisent au système (a). Pour les ramener 
à leur plus simple énoncé, considérops un point x, jy, z 
de la surface limite C, ou Cj, et désignons par ar, |3, y les 
angles compris entre la normale à la surface et les axes 
des coordonnées. Si, dans la première équation ( 2 ), on 

remplace les coelîicients — i, par cos«, cos (3, 

cos y, qui leur sont proportionnels, elle prendra la forme 
symétrique 

(4) ■ P COS« -t- Q cos P -i- R Cüsy =: O; 

sous cette forme elle exprimera que la droite menée par le 
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point X, Z et faisant avec les axes îles coordonnées 
des angles dont les cosinus sont respectivement pro- 
portionnels à P, Q, R, doit être tangente à la surface li- 
mite. L’équation ( 4 ) ne remplace pas seulement la pre- 
mière des équations (a), elle comprend les deux autres, 
comme cas particuliers ; en effet , si l’on suppose ; 
i" COS7 = O, ce qui caractérise les deux cylindres B,, B,, 
elle ' devient P cos a -f- Q cos (3 = o , ou parce que 

cos et dx -f- cos ^dy — o^ Q — coïncide, 

par conséquent, avec la seconde équation (a); 2“ si l’on 
supposée la fois cos (3 = 0, cos 7=0, ce qui a lieu pour les 
deux plans A, , A,, elle se réduit à P = o ou à la troisième 
équation (a). Les diverses conditions relatives aux limites 
sont donc exprimées à la fois par la seule équation (4) 
étendue aux six surfaces A,, A,, B,, Bj, C,, C. ou, plus 
généralement, à toutes les faces limites, quel que soit leur 
nombre. 

,.,Si l’on fixe, en outre des faces limites, la valeur que u 
doit prendre sur chacune d’elles, toutes les équations aux 
limites (a), ( 3 ) disparaîtront et seront remplacées par les 
équations qui assignent à u des valeurs déterminées. 

76 . 2“ On donne seulement les valeurs que u doitpren- 
dre sur les surfaces'' limites, ces surfaces pouuant elles- 
mêmes se déformer d'une manière quelconque. — Soit 
f (x, J, z) la fonction donnée avec laquelle u doit coïncider 
sur une des surfaces limites, sur celle, par exemple, qui cor- 
respond à la limite inférieure de z, et désignons par p', f, 

r' les dérivées partielles 4-’ 4“’ 4" de cette fonction, la 
rf.r dy dz 

condition 
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(MiUainc 

I jJn-4-(r — r')5sij — O, 
et permet d’éliminer de la somme 


-XT/>-(^ 



â U I dydx 


des termes qui, dans la variation de l’intégrale, sont allee- 
tés de la substitution z = a, ; ces termes alors fournis- 
sent une seule équation 

qui doit être vériliée sur la surface limite que l’on consi- 
dère, les dérivées partielles ^ étânt relatives à cette 

tlx ay 

même surface. Ces dérivées sont d’ailleurs faciles à déter- 
miner; car, en diflérentiant tour à tour j>ar rapport à x 
et à l’équation « = f (x, j, z), qui est supposée 4» voir 
lieu pour la surface limite dont il s'agit, on obtient 

Hz , ,dz 


■ (Ë 

àr ' 




cl, par suite. 



substituant, il vielit 


(5) V - P [p _ // ) _ g ( ,/ _ - R = O. 

Telle est donc l'équation relative à la Hniitec.|. l tic équa- 
tion toute pareille aurait lieu |>our la seconde limite z,. 
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si pour ccUü limite la fonction u était assujettie à une 
restriction semMable. 

Supposoi>s à présent que u doive devenir égale :i 
f (.r, J, z), non plus sur une des surfaces courbes z = z.,, 
Z = Zf, mais sur la surface cylindrique i = , de sorte 

que l’on ait 

I •« — f(j;, j,:)j = o, 
et, par suite, ' ; 

I {o’« -M-y — y' <î_i = o; 

on pourra éliminer fîu des termes 

/ X j' 

lie la variation de l’intégrale qui sont allectés de la substi- 
tution y = ■y,. Ces termes alors donneront une seule 
équation aux limites 

Pour déterminer la dérivée iiui est relative à l’in- 

dr ‘ 

tersection du cylindre B, avec le plan xj, il sulTit de com- 
parer les dilférentielles totales de « et de f (x, j, z ) pour . 
cette même intersection, On trouve ainsi 

dr n — p' 

pd.T -t- qdy = p'dx -f- q'dy, -— = — ; 1 

nx , q — q 

valeur (|ui ramène l’éijuation aux limites à la forme 
(,;■) . /-{V— i>(/.-//)-Q(v-i/)jifc = o, 

l'inlégralc dans le premier membre étant prise le long 
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tl’uiie génératrice quelconque du cylindre Bi. La condition 
de coïncidence de u avec la l'onction f (x,j, z) sur la se- 
conde surface.cylindri(juey — y, conduirait à une équa- 
tion toute semblable à l’équation ( 6 ). 

Eniin, si cette coïncidence devait avoir lieu sut; une des 
laces planes, sur celle par exemple qui correspond à la 
limite inférieurede x, de sorte qu’on eût 

I {« — l'(•r,Jr,^)j = o 

et, par conséquent, 

I l 'J " + {/' — /-'') = "> 

on éliminerait ou des termes 



V(î.c, -+- Viit) ilzily 


all'ectés de la substitution x = x, : et, après avoir l'ait sor- 
tir des signes la variation dx,, qui est indépendante 
de toutes les variables principales, on égalerait son coelli- 
cicnt à zéro, ce qui donnerair 

( 7 ) ' Jj\y-'P{P-P')\dzdj=0, 

l’intégrale double s’étendant à la face plane entière A,; 
La coïncidence sur la surface plane correspondante à Xj 
fournirait une équation toute semblable. 

77. La restriction, que n doit coïncider, aux limites 
de l’intégrale, avec une fonction donnée f(x, y, s), èn- 
traine, comme on vient de le voir, des équations de forme 
dilférente (5 ), ( 6 ‘), ( 7 ) pour les trois couples de surfaces 
C,, Cj, 11). Bj, A), A). La raison en est que les (ptatre 
dernières se trotivent elli'clivemeut dans des conditions 
plus resireinles que les deux pretiiières, |niisque les 
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surfaces 15| cl l?j soiil assiijetlics à être cylindriques et 
[lerpendictilaircs au plan jy, et que les surfaces A], A. 
doivent être planes à la fois et normales à l'axe des x. 
Pour généraliser ce genre de conditions particulières, 
admettons qu’une surface limite quelconque, celle, 
[wr exemple, qui correspond à la limite inférieure de z, 
doive être un cylindre dont la génératrice fasse avec les 
axes des coordonnées des. angles déterminés ayant pour 
cosinus a, è, v. et que l’on exige, en outre, què ii coïncide 
avec la fonction connue f(x, y, z) pour tous les points 
de ce cylindre; on aura à la fois 

I [«— f(-r. r.ï)j =o, 

cl, en prenant les variations, 

I — r')i3Zi| = o, 

Intégrée, la seconde équation aux dérivées partielles du 
premier ordre donne 

'lz, = If {ay — bx), 

<ji étant une forme de fonction arbitraire. On pourra donc 
éliminer à la fois ou et dz, des termes alfectés de la sub- 
stitution z = z,. Si l’on fait, pour abréger, 

W = V-P(p-//)-Q(y- 7 ')-R(r- r'), 

ces ternies deviendi onl 


Cette expression doit s’évanouir quelle <|ue soit la fonc- 
tion arbitraire mais comme ç renferme les deux va- 
riables x, y dans la combinaison particulière nr — /'C, 



T 


AV (ji ( u Y — bx). dydx. 


dz, dz, 


cio Zi (ISZi 
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nous sommes obligé, pour oblcnir l’équation de coudi- 
lioii délinilive,de ramener rf à ne plus porter que sur une 
seule variable. Dans ce but, faisons tourner le système 
des coordonnées autour de l’axe des z jusqu’.à ce que 
l'axe des x devienne jwrpendiculaire à la génératrice du 
cylindre limite que l’on considère, et appelons ïî, z les 
coordonnées du nouveau système, liées aux anciennes 
par les équations 

^ HY — hx ax -(- by 

\J i — c’ y I — c' 

ffl («1 — hx) devenue fonction arbitraire do la seule va- 
riable^ sortira du signe d’intégration relatif à >;,• et son 
coellicient égalé h zéro fournira l’équation 

f\\tln = o. 

Or, la génératrice du cylindre se projetant sur le plan xj 
suivant la nouvelle ordonnée r,, dri sera dans un rapport 
constant avec la différentielle cil de la génératrice; on . 
pouri a donc remplacer dr) par dlel écrire 

f\V<U=o, 

l’intégrale J'\^'d/ étant prise le long d’une génératrice 
quelconque du cylindre limite; telle est donc l’équation 
de condition cberchée. 

Si la surface limite z = z, devait être un plan dont on 

connût la direction ou les dérivées partielles '—-y — ? la 

‘ (IX <ty 

variation de z, serait assujettie aux deux conditions 
c/Js, dSzi 



et se réduirait, par conséquent, à une constante arbitraiic 
-îs, = /. 
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Supposons, en outre, qne la resiriclioii o = r(.r, y. *) 
«lùl subsister pour celle iitèine surface, ou (pi'on eùl 

I j« — f(x, J-,z) I = O, 

cl, par suite, 

I jb'« r')5î|j = O. 


Les tenues de la variation de l’intégrale afïectés de la sub- 
stitution z = Z, deviendraient, par l éliinination deJn et 


de lîz,. 



Wftxdx, 


et conduiraient à l'équation 


dans laquelle l’intégrale double devrait s'étendre à la pro- 
jection entière du plan limite sur le plan .1^'. D’ailleurs, 
comme la diirérentielle du plan limite est dans un 
rapport constant avec la difl'érentiellc clxdy de sa projec- 
tion sur le plan xy, l’équation précédente peut s’écrire 
plus simplement 

fVfd\ = O , 

l’intégrale f^^dA devant s’étendre au plan limite entier 
que l’on considère. 


78 . Résumons en peu de mots les résultats auxquels 
nous sommes arrivés. Pitant donnée, avec ses dérivées par- 
tielles (f', d, une fonction f (x, y, z) avec laquelle la 
fonction cherchée 11 doit se confondre sur une des surfaces 
limites, sans que cette surface limite soit d’ailleurs assu- 
jettie .à aucune restriction, on doit avoir pour chaque 
point de la surface 

(8) W = V - l> ( P - // ) - Q ( V - 7' ) - U { /■ - , = O. 
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Mais si l'oii demande, en outre, <|ue la .siirface limite soit 
un cylindre engendré par une droite de direction donnée, 
l’équation de condition se changera eu 

( 9 ) fWdl—o, 

riulégrale fWdl étant prise le long d’une génératrice 
quelconque l. Enfin, si la surface limite devait être un 
plan parallèle à un plan donné, il siifhrait qu’on eût 

(10) /WrfA — O, 

l’intégrale y W ri A s^élendant à l’aire totale A du plan 
limite. 

79. Quelles que soient les restrictions auxquelles ou 
assujettise les limites de V\nXÉ^ra\a ffj'\ dzdfdx ou les 
valeurs limites de la fonction t/, l’équation indéfinie ( 1 } 
reste toujours la même. C’est une équation aux dérivées 
partielles du second ordre. Quoiqu’on ne sache pas à 
priori si elle admet ou non une équation primitive en 
termes finis, ni quelle est la nature de cette équation 
lorsqu’elle existe, on esfporté à admettre que la fonction 
U, qui y satisfait de la maniéré la plus générale, sera , 
complètement- déterminée, lorsqu’on l’aura assujettie à 
vérifier deux conditions particulières, du genre de celles 
(pie fournissent les équations aux limite.s. Or, dans les 
deux hypothèses que nous venons d’examiner, le nombre 
effectif des équations aux limites est égal à celui des faces 
différentes du solide qui constitue le champ de l’intégrale 
triple; il faudra donc, ou t[uo ces faces puissent se réduire à 
deux, ou t[ue plusieurs équations aux limites deviennent 
identiques, sans quoi le problème de maximum ou de 
minimum n’aura pas de solution. 
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HUITIÈME l^0^. 

Méthode de Jacohi pour distinguer les maximn et les minima des 
intégrales simples. — Application de cette méthode à quol(|iios ras 
particuliers. 


h 

80. Lorsque les fondions inconnues dont dépend une 
intégrale ou une expression définie S ont été déterminées 
de manière à rendre nulle la variation première dS, et 
([u’on les fait varier très-peu avec un paramètre x., c'est-à- 
dire en donnant à ce paramètre un accroissement très- 
petit, l’expression S subit elle-même un cbangement, 
dont le sens dépend uniquement du*signe que prend la 
Variation seeonde o’S : lorsque cette variation seconde 
est positive, la valeur de S augmente; lorsqu’elle est 
négative, la valeur de S diminue. 11 en résulte que l’ex- 
pression S, dans laquelle on aura déterminé les fonctions 
inconnues, comme nous venons de le dire, sera un maxi- 
mum si la variation seconde d'S reste toujours négative, 
uu minimum si elle reste toujours positive, quelques 
déformations qu’on fasse subir aux fonctions dont il s’a- 
git. Mais si la variation seconde d’S peut changer de 
signe, si elle est positive pour certaines déformations et 
négative pour d’autres, l’expression S pouvant tantôt di- 
minuer, tantôt croître, ne sera ni un maximum ni un 
minimum. 

Ainsi, pour distinguer analytiquement le maximum du 
minimum, on aura à discuter la variation seconde o’S. 
-Mais cette discussion, facile en principe, est dans la pra- 
titpie hérissée de grandes difficultés, qu’on n’a pu vaincre 
jusqu’ici que dans les cms les plus simples. Kn elTet, tout 
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fc qu’on a pu obtenir dans celte voie est à peu près com- 
pris dans la méthode donnée par Jacobi pour distinguer 
les maxima et les minima des intégrales simples : c’est 
cette méthode qûe nous allons exposer d’une manière 
aussi élémentaire que le comporte le sujet, en mettant à 
profit les commentaires dont elle a été l’objet de la part 
d’autres géomètres. 

81 . Considérons l’intégrale simple 



dans laquelle V est une l’onction donnée de x, y, y', 
j”,. . La recherche du maximum ou du minimum 

de cette intégrale se partage en deux parties : dans la 
première on peut supposer les valeurs limites de x, Y,j', 
J'",..., fixes, mais quelconques, et chercher la re- 

lation entre ^ et x qui rende l’intégrale maximum ou mi- 
nimum, relation qui renfermera en général an constantes 
arbitraires; dans la seconde on fait varier les valeurs li- 
mites de X, y, y', y", . . autant que le permettent 
les conditions du problème, et l’on cherche les valeurs 
des an constantes arbitraires pour lesquelles l’intégrale 
soit plus grande ou plus petite que pour toutes les autres 
valeurs, très-peu différentes de celles-là, qu’on pourrait 
donner à ces mêmes constantes. Cette seconde partie de 
la question rentrant entièrement dans la recherche propre 
au calcul dilTérentiel des maxima et des minima des fonc- 
tions de plusieurs variables indépendantes,. nous n’avons 
pas à nous en occuper ici ; il nous suffira, en conséquence, 
de chercher le maximum ou le minimum de l’intégrale S 
dans l’hypothèse où les valeurs de x, y, y\ . . ., y^'‘~'^ 
relatives aux deux limites restent invariables. 

Dans cette hypothèse, si l’on appelle P, P., P., 

Calcul des Variations. 1 1 
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les dérivées parlielU*s de \ relatives à j", y' 
et qu’on fasse, pour abréger, 

. (t" P„ 


V rfP, f/>P, 


ilx" 


la variation de l’intégrale du premier ordre sera 
^S = J’ {V)Sy.dx, 
et celle du second ordre 

rP 


■’S= j5(P)^r-t- (P)^V 


r tix. 


La première eoridition du maximum ou du miniinuin, 
àS = o, conduit à \ane équation différcnliellc de l’ordre q « 


(■) 


(P) = o, 


à laquelle on satisfera de la manière la plus générale par 
une certaine relation 


(’■) 


"l. ■ ■,a,n) 


entre 7 , ar et 2 /t constantes arbitraires. Puisque (P) est 
ind, la variation .seconde se réduit à 


( 3 ) 




-s: 


iî(P) Sy . dx, 


et il s’agit d’examiner si elle peut, on non, changer de 
signe. 


8^2. L’existence du maximum ou du minimum exi- 
geant que la variation sei^onde de l’intégrale ne puisse 
changer de signe, et, par conséquent, qu’elle ne puisse être 
nulle en même temps que la variation première, on voit 
d’abord qu’il n’y aurait ni maximum ni minimum si, dans 
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les coïKlilioiis tlu problèiuc, dy pouvait. riTOVoir uiu“ va- 
leur autre (|ue zéro, qui rendit 5(P) nul ideutiquemeut, 
ou pour toutes lés valeurs de x. Or pour faire varier y 
saiis que (P) varie, c'est-à-dire sans que l’équation (P) =o 
cesse d’avoir lieu, il n’est qu’un seul moyen ; c'est d’al- 
térer les constantes a,, a*,. . ., contenues dans l’intégrale 
de l’équation différénlielle (P) =o. Oela est évident ; car 
puisque cette intégrale est la valeur la plus générale dej' 
qui vérifie l'équation (P) = o, aucune autre valeur de i 
ne pourrait y satisfaire que pour des valeurs particulières 
de X. Ainsi la seule fornte de 'Jy qui puisse rendre 'Î(P) 
l onstaininenl nul, est 




àf ^ 

'If 

'h' 

= — oé/, H- ---- ortj -h . 
é/rt, (la-. 

. . -y - — 'J (I , 


<if 

<!/ 



— a, h ‘M— -h* • 

«rt, üa-t 

■ + »■.■« — — » 


eu désignant par a,, a,,..., a,„ les variations oa,, 
rjfl,, . . . , oaj„,qui sont dé nouvelles constantes arbitraires. 
Telle est donc l'intégrale ou la solution la plus géné- 
rale de l’équation diiléreutielle 5 (P) = o. Elle renferme 
2 n constantes arbitraires, ainsi que cela doit être; car il 
est facile de voir que le développement de ^(P) renferme 
5y averses dérivées successives jusqu'à l’ordre i/i. inclusi- 
vement. 

L’existence du maximum ou du minimum exige donc 
avant tout cjue ^y ne puisse pas avoir la forme (4). Or 
comme nous supposons fixes les valeurs limites dex, 

,y\ y"i • • • 'P'® déformation de y soit assu- 

jettie à d’autres restrictions, peut être une fonction 
quelconque de .r, pourvu qu’elle s’évanouisse, avec ses 
dérivées successives jusqu’à l’ordre n — i, aux deux limites 
de l’intégrale. On en conclura que, si les constantes , 
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a,,. . . d.iiis la ibrmule ( 4 ) peuvent i^tre déterminées de 
manière à vérifier les conditions 




dSy 

flx 


= O, 




dlf'-' ~ 


aux deux limites de l’intégrale, la solution (2) ne don- 
nera ni maximum ni miniimim. 


83 . La restriction imposée à Sy, afin que la variation 
seconde iî*S ne s’évanouisse pas, est susceptible d’une 
interprétation géométrique très-remarquable. Si l’on re- 
garde X ety comme les coordonnées rectilignes d’un point, 
l’équation y ~ J' (x, Of , a,. . . . , a,„) représente une 
courbe plane qui se déforme d'une manière continue,, 
quand on fait varier les constantes , rt,.. . ., avec un 
paramètre commun ■/.. Donnons à ce paramètre un ac- 
croissement i et désignons, comme nous l’avons fait, par 
. ., les dérivées successives dey relatives à n, 
nous aurons une nouvelle courbe du même genre que la 
première, mais dans laquelle à l’abscisse x correspondra ' 
l’ordonnée 

y -i- à r y -i- iS y o-y -h ... . 

1.2 


Pour que cette courbe passe par un point donné A dt? 
la première courbe, il faut qu’en ce point on ait Ar ~ o, 
ou, en divisant par i, 

I 

«r -t o’r -H. . . = O. 

r . 2 ■ 


Pareillement la dérivée sera la même pour les deux 
courbes, ou les deux courbes auront un contact du pre- 
mier ordre an point dont il s’agit, si l’on a eti outre 
en ce point 

'î )■' -) 0 ' -t- . . . = O. 

1.2 
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Le contact des deux courbes sera du second ordre, si la 
nouvelle condition 

âr" + -i-. . =o 

1.2 


est remplie avec les deux précédentes, et ainsi de suite. 
Or, lorsque i tend vers zéro, la seconde courbe s’ap- 
proche indélininient de la première ; pour t = o les deux 
courbes coïncident et les équations précédentes deviennent 


' , / diîv 




, ' Donc, si la variation et ses u — i dérivées succes- 
sives s’évanouissent en même temps auqioint A, ce point 
sera- la limite de l’intersection de la courbe donnée et 
d’une autre courbe du même genre ayant avec la pre- 
mière un contact de l’ordre //• — i, et tendant indéfini- 
ment à se confondre avec elle. 

Ces considérations jiermettent de formuler de la ma- 
nière suivante le résultat obtenu n“ 82 : Ayant trouvé 
une courbe AB qui satisfait h la condition dS = o, pour 
reconnaître si elle correspond réellement à un maximum 
ou minimum de l’intégrale S, ou fera varier les constantes 
contenues dans son équation, et l’on cherchera s’il est 
possible de déterminer par ce moyen une courbe de même 
nature passant par deux points donnés de la première 
courbe et ayant avec elle en ces points un contact de l’ordre 
n — i; ensuiteon rendra ces points mobiles sur la première 
courbe et on les fera approcher simultanément des points 
extrêmes A, B correspondants aux limites de l’intégrale ; 
tela posé, s’il arrive qu’en même temps la seconde 
t’ourbe s’approche indéfiniment de la première, de sorte 
que les deux courbes coïncident lorsque leurs points 
'Communs sont en A et B, la solution qu’on examine ne 
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iloniicra ni un inaxiiiiiiin ni un inininuun df l'inU-giale 
proposée. Il en sera de même, évidcmmenl, si le eontaci 
«le l’ordre n — i des deux courbes inliniinenl \oisines 
peut avoir lieu en deux points C, 1 ), situés entre A et H 
sur la première courbe, puistpie l’intégrale, n’ayant ni 
inaxinium ni minimum entre C et D, ne saurait en avoir 
dans toute son étendue. 

Au lieu de faire varier les deux points de contact, on peut 
évidemment fixer le premier point en A et faire mouvoir 
lesci-ond sur la courbe donnée, jusiju’à ce «pie la seconde 
courbe coïncide avec elle; on trouvera ainsi la limite 
|ust|u’à laquelle ou ati delà de la«|uelle l'intégration ne 
doit pas s’étendre, poui- «pie le maximum ou le minimum 
ne cesse pas d’avqir lieu. 


S4. D'après cela, la première cboso'à examiner est si 
la l'orme (4) de la variation 5) est compatible ou non 
avec les conditions admises, c’est-à-dire si dans Téipia- 
lion 



4 - '■‘■1 


(In-, 


éL 

ila,„ 


on [xjut trouver pour les constantes des valeurs 

dilférentes de zéro,, au moins pour «pielques-unes d’entre 
elles, et telles que oy avec toutes ses dérivées successives 
jusqu’à l’ordre n — i s’évanouisse aux deux limites de 
l’intégrale, ou seulement pour deux valeurs distinctes de 
i.x' comprises entre ces limites. Si cela est possible, la dis- 
cussion est terminée et I on n’a pas besoin d’aller plus 
loin, car on sait «pi'alors il n’y a ni maximum ni mi- 
nimum', mais si l’on parvient à reconnaîlré, au contraire, 
que 5y ne peut pas avoir la forme ci-dessus , il taudra 
examiner le signe de la variation seconde iî*S pour 
il autres formes admissibles de oy. Pour cela, on sera 
obligé «le faire subir à la variation seconde' d'S «livcrses 
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iraulormaiioiis ayant pour but d'introduire sous le signe 
intégral un carré parfait multiplié par un facteur cunmi. 
Ces transformations reposent sur certaines propriétés 
d'une. classe particulière d’équations ditl’érenlielles li- 
néaires, propriétés que nous ferons connaître dans les 
numéros suivants. 

85. Soit tji une fonction homogène entière et du second 
ilegré de s, z', z'\. . ., z^"\ z étant une fonction (juel- 
conque de x et z', z", . . . ses dérivées successives; dési- 
gnons par ( z), .. les dérivées partielles 

de (f relatives à z, z\. . z^"\ nous disons que l’expres- 

sion 


(5) 4.(z) = t'(=')- 




dx 


tix^ 


■ ~ dx“ ’ 


fonction linéaire de z, z', z", . . . , z<’"^, peut se mettre sous 
la forme 


(*^) 


Az 


rf.Aiz' 

dx 


dKA.z" 

de' 


f/" . 

f/.r** ^ 


A, A|, A., . . . , Art ne renfermant que la variable x. 
Remarquons d’abord que si Ton fait, pour abréger, 




a,.^~a,r ne renfermant plus ni z ni ses dérivées, la 
fonction o aura nécessairement la forme 


1 

- 


zz-^ a„,zz’ -I- 

1 




* // // 
“+~ — (lyi z z 
7 . 


a,„ zz("! 


-i ; 

2 
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SCS dérivées partielles seront donc 

(z) — « 00 - “f“ H” fluaZ -t- . . , -J- zt"^, 

f'{z') = n,^z ■+- fiuz’ + «iiz" + . . . 4- fl,„z("), 
=fl,.z+ fl„z'-t-a„z"4- . .-t-a,„z("). 


(f ' ( z(")) = «„o Z + fl„, z' 4- n„, z" 4- ... 4- o„„ z(") . 

Diflérenlions ces équations par rapport à x, la seconde 
une fois, la troisième deux fois, etc., et ajoutons-les après 
avoir changé le signe de la seconde, de la quatrième, etc., 
équation, nous trouverons la fonction ^(z) exprimée par 
une suite de termes dont les suivants 


(7) 


(Jÿf Z 


(l.a,,z' 

(I.T 


il^.n-a z" 
tlx‘ 


d'‘.à„„z'“> 

dx^ 


ont déjà la forme vôuluc (6). Les autres se groupent deux 
à deux en binômes de la forme 


(- 


dP.Uf^zW 

<UP 


■ 1 ï 


dl . Up^ z<r) 
lU'i 


7 

• '‘p'i ) 


dont chacun peut encore être ramené à la forme ( 6 ). En 
ellét, soit p — q = r-^ désignons par h, i, k trois 

nombres entiers positifs tels que /t 4- / 4- A’ = p 4- 7 , et 
écrivons pour simplifier a au lieu de dp,, et 2 >osons 


f/* ■ fltO ^ 

f/x* rfx* 

en prenant chaque fois le signe supérieur ou inférieur 
suivant que h — k est pair ou impairj le binôme qu’il 
s’agit de transformer sera 


Or il est facile de s’assurer qu'un binôme quelconque de 
la forme [/i, A ] se décompose en deux autres de la même 
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forme, cl qu'on a généraleiiienl 

[A , X] = [A — 1 , / ]+[/( — I , X' -t- i]; 
on aura donc aussi 

[Pi l^=[p — ^^']\+[P — 'i V + ']• 

On pourra décomposer de nouveau chaque terme du se- 
cond membre en deux autres, et en continuant ainsi, on 
parviendra nécessairement à exprimer [p, (/] par une 
suite de termes qui rentrent dans l’une ou dans l’autre 
'des formes 

[m, m], [m -f I , »)]. 

Mais, en vertu des notations admises, on a 

3(»‘) 

2 ; , 

(/x'“ 

f/in „(j7+j~3in; ^{m) 

r/.r" 

Ainsi les termes dont se composera définitivement [p, q\ 
et par suite le binôme Zp, auront tous la forme requise. 
On peut ajouter (|ue l’indice du premier terme sera q, et 

celui du dernier terme ou ^ •> suivant que 

2 7 . 

P -H 1 / est pair ou impair. 

80. Nous pourrions nous contenter de ces indications 
générales, ejui prouvent déjà suffisamment la possibilité 
d’elfectuer la transformation dont il s’agit; mais comme 
la marche que nous venons de signaler conduit très-faci- 
lement au développement définitif de [ /), q\, nous ne 
laisserons pas de la suivre jusqu’au bout. 


(S) 
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On trouve d’abord successivement 

[y^. 7 + ']> 

[ p — 7] = [/' — 2,7]-+-[/-'— 

[y^ — 2 , 7 ] = [y' — 3,?]-+- [y> — 3, < 7 + i], 

[7 + 2, 7I = [7 + 1, </] + [y -+-I, 7+ i]; 

011 a d’ailleurs, en vertu des relations ( 8 ) , 

[7+ I, 7 ] = i[ 7 , 7]; 

substituant, il viendra donc 

{*>) [/'. 7] [7. y]-!- [7 7 + ' ] 

-I- [7 -+- 2, 7 -I- 1] •+ . . — 1, 7 + 1]. 

ou 

[ Pj 7] =“[ 7 > 7] •+‘[7 + ' I 7 + *] + Ri) 

si l’on fait, pour abréger, 

Ki = [7 + 2 , 7 “I“ i]+[7H-3,7 + i] + . .. + [/; — 1, 7-1-1]. 

Les différents termes de cette dernière équation, déve- • 
loppés de la même manière en série de la forme (9), 
donnent successivement 

[7 + 2, 7 -|-i]=^[ 7 -l-t, 7 -)-i], 

[74-3, 7-(- i]= i [7-1-1, 7-f- ij-f-[7 + 2, 7-H2], 

[7 + 4. 7 +']=^[ 7 +». 7 + i]-I -[7 + 2 , 74 - 2 ] 

-h [74-3, 7 4- 2], 


[/) — I, 7 4- i]= - [7 4 - 1 , 7+ 1] 4 - [74-?, 74-2] 

-t- [ 7 4 - 3 , 7 4 ’" 2] -f- • • • 4 - fy^ — 2, 74-2]. 
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lùi njoulant ces éqiialions lmi nornbre f) — <j — '2 — 2, 

011 trouve 

R, = — (r — :2)[<7 H-i, <7 + — ^ )[*? 

où 

R~ (r— ^)[q + 3 , 7 -4- 2] + ('• — 5)[7 + 4, 7 + 2] 

+ . . . -f- I .[/J — 2, 7 -4- 2 ]. 

Clia(|ue terme de celle nouvelle série peut se développer 
de la même manière, et ainsi de suite. Si l’on appelle 
Hp le coefticient du terme tjui en a p avant lui dans le 
développement de la /t'""' puissance du binôme, en sorte 
<jue 

n (n — i) 

//, = //„—!, f/, = ~ // , n~ = = ^ — ) • • • » 

« (// — 1) (n — 2) . . . (n — 0 - 4 - i ) 

«P = ^ ,. 2 . 3 ...p ’ 

si, de [)liis, on se rappelle la relation facile à vérilier 

»p-h «/s+i = (« + Op+i ) 

qui donne l une après l’autre les égalités 

/ 

= (/I -h I )•, 

'/b “H “f* i)‘ “1“ ^)'ï 

//, -f- (w -f- I )i -l- -f- 2)7 = (rt 3 )ï, 

i 

«, + (« + I )i -t- ( «.+ 2), + . . . + (ra H“P)p = (" "t" P •)/” 

ou, eu d'autres termes, 

", + I )'<+(" é 2 ),, -f-(« 4- !>)„ = (« -t-p + i),+ i. 
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«Il trouvera successivement 


U;= ^ (r— 3),[y-j-2, y -t- 2 ] 4- (r— 4)4 y -H 3, y --!- 3] 

. -t- ('■— 5)47-t-4> y+3] H-(r — 6),[y-f-5, y + 3] 

+ . . .-f- 24 /^ — 3, y-t-3] 

= ^ ('•— 3)47-t-2> y + 2 ]-(- (r — 4)4y + 3, y-|-3]-l- Rj, 

Ri= ^ (c — 4)s[y + 3, y-t-3]-t-(r— 5)j [y + 4> 7+4] 

'+■('■ — [ 7 + 3, y -1- 4 J + ( '■ — 7 [ 7 + 7 + 4 ] 

-l-...-l-34/> — 4>7+4] 

= -'4 — 4)j[ 7 + 3, y-f-3]-t-(r — 5)j[y-t-4,7-i-4] + ^« 

etc. On poursuivra ces développements jusqu’à ce .qu’on 
ait épuisé tous les termes, c’est-à-dire jusqu’à ce rju’on 
arrive à une expression qui n’ait plus besoin d’ôtre trans- 
formée. Cette expression sera, dans le cas où r est un 
nombre impair : • 

I r r — I — t *1 

dans le cas où r est un nombre pair : 


r '■ 

r 

”] 1" /■ /■ 

7-1 I 

, 7 H I 

1 H- 1 7 ■» 7 -4 — 

L 2 

2 

J l ^ 2 


Si l’on substitue les valeurs de R,, R», . . . , [/;, y | sera 
exprimé par une série dont les termes successifs renferme- 
ront [y, y], [y -t- I, y -+- i], [y -t- 2, y 2], . . . , mul- 
tipliés respectivement par les coefficients 

-, !-(--(/• — 2 ), {/■ — 3), -f- ' (/•— 3)-., 

2 2. 2 

(,_4),q_A(._4)„..., 
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OU par 

ï I r I r(r — 3) 1 r[r — 4 ) 

— -, 5**.^ 

0. 21 2 1.2 2 1.2.3 

puisqu’on a en général 

(r-p- i)p_, + A(^_p_ ,)p. 

l r{r — P — i) f'" — P — 2 )...(r — 2p-+-i) 

1 I . 2 . 3 ... P 

Remettant pour [p, 9], [9, 9], [94-1, 9+1J,... 
leurs valeurs, ou aura donc définitivement 

I dP . az'‘l^ dl . az' dl.a^’)zW ^ r f/'/"*"' . 

d.rP dx1 1 rf.rl'+'' 

r (r— 3) 

■' ~î ^ d.n+‘ 

r{r — 4 ) (/- — 5 )<■/?+". 

1.2.3 ” ^ dâ^^ H-.-, 



série qui finit d’elle-méme lorsque les dérivées de a ces- 
sent d’avoir un sens, et où l’on prendra le signe supérieur 
ou inférieur suivant que la différence p — q = r sera 
paire ou impaire. Le dernier terme de re développement 
sera dans le premier cas 


q-i — 
dx ’ 


et dans le second 


d 

r — 


,_i / <■— 1', 

— A’*—) 


(ix 




I V 1 - P H /• — . I P ^ ^ X 

L inuKO q = > ou q H = 

' 2 2 ' 2 2 
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(|ui affccle Cl.' (liTiiicT tenue, est nécessairement inférieur 
à /t, puisque p est tout au plus égal à «, et p~^ tf. 
Celle observation est importante, car elle prouve que les 
binùmes qui font partie de et qu'on ramène à 

la forme ( 6 ) par les développements qui précèdent, ne 
peuvent contribuer en rien à la formation du terme 

ffa ~(i>) 

— — 5 lequel, par suite, devra son existence unique- 
ment au dernier des monômes ( 7 ). Il est donc démonti'é 
non-seulement qu’on peut développer (z) en une série 
de la forme ( 6 ), mais aussi qu’on aura dans le dernier 
- terme de ce développement. 


A„ == II, 




87. Revenons à l’expression ‘1’ (s) que nous venons de 
* mettre sous la forme 


<1> (l) =r Aoï 


f/.A,z' d'.A.tz" 

d.r d.T‘ 


d“.\„z<.«) 

^-d^- 


Si nous y remplaçons z et ses dérivées z\ z ", . . . , par une 
autre fonction u et ses dérivées i/, ii",..., elle de- 
viendra 


= A, H — 


d.X,u' d^.Aiii" 
dx dx^ 


d". 

d.r" 


Cela posé, nous allons démontrer que la différence 




est une dérivée exacte, quelles que soient les fondions 
» cl 3 . 

Considérons en effet deux termes correspondants quel- 
conques 
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(Je cette (Jifféceiice, et rappeloiis-iioiis <|ue, il’aitiès un 
ihéorèiiH; connu du calcul dilTércniiel, on a 


de.Apz(P^ , . ,, ,, P (l.A^ziP- 

If = — 1 > { A. z(Pi u(P> — 

(U P j I <U 


P [p — i) d’.A„ 3(P)a(E~’) 
1 . 2 dx’ 


j 


dP . Apu(P^ 
dxP 


: ( — l)E| A^uWzW — 

p{p — l) d‘‘.ApU^P^ z^P~’^ 
I . 2 dx ‘ 


P d \pU(P^z<P~'^ 


dx 


si l’on rciranclie la seconde (iqualion de la première, et 
<pi’on fasse, pour abréger, 

IJ, = A^[a<r)î<f) — u(P>z'P^] = o, 

I l,, = ^ Ap[ii(P>z(P-') — «i/— ')!»], 

^ 1 U, Ap[«;E)z(P-î) _„(/•->) 21»], 

I ' 

liy, = Ap[idP^ Z — nz<E)], 

le couple de termes que nous considérons, deviendra 

\p) dP.AptifPU _ d \ dV, 

*' l” d.rP * d.rP i dx \ ' dx dxP~' ( 


Si, dans cette équation, on donne successivement à /> 
toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu’à n et qu’on 
ajoute les différents résultats ainsi obtenus, on trouvera 
la différence it*P(z) — z (//) exprimée par une suite de 
dérivées exactes: cette différence sera doue bien elle- 
même une dérivée exacte. 

8S. Examinons en |)artieulicr la forme (pie jirend la 
différence n (z) — r‘l>(/<), loisipi’on y (ail z=//z,, 
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Z, étant uiu; nouvellt: i'onclion «jnelconque tic x. Si, dans 
les équations (11), on substitue à 2 et à scs dérivées les 
valeurs 

2 : «Z, , 

2' = uz\ ■+■ u'z, , 

z" xz= uz\ + 2 a'z', -I- tt"Z| , 


2(r) = «z''-' + ^ «'z'^-') ■+ «"z'^-" 


. . . -f- Z , , 


I ' 1.2 ' 

Uj » Ls,..., Up deviemlront des lonctioiis linéaires de 
z'i , z' , . . . , z|'’^ et le coefficient de dans le développe- 
ment de U, sera 

A 

5 ^ 5 I p{p — l)...(p — r — s -)- 1 ) it'» idP-'-‘) 


expression qui reste la même lorsqu’on permute entre 
eux les indices r,s. Ainsi Up seront exprimées 

par des équations linéaires en z', , z" , . . . , z['’’,dans les- 
quelles les coefficients seront les mêmes sur les lignes ho- 
rizontales et sur les lignes verticales de même rang; il en 
résulte qu’on peut les représenter par les dérivées par- 
tielles d’une fonction tpp homogène, entière et du second 

degré de z', , z" , . . . , de sorte que 




Up = 


dz-fi ' 

I 


Dès lors, si l’on ajoute les équations (ii). après les avoir 
multipliées respectivement par z,, z\, z',. . z\'’’ , le 
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premier membre sera aij/p, tandis qut; le second membre 


A„ ■ z'P"> Z, - Z*/*-') z' . -t- zz*''^ 

I I . ' 

A„ ziP) • «(/') c, + ^ Z. + . . -t- I 


réduir 


( f/.rr 


• z(r) 


rf" . «Z, j 

ftxP i 


on aura donc 
(la) 




I 1 , riP ,zz^ 

-A, «(/-) - 

■A I fi.rP 


rlxP ‘ 


valeur symbolique, OU abrégée, de la fonction homogène du 
second degré en z'i , z”,.-.-, z;J'’\dontlesdérivéespartielles_ 

représentent les quantités U,, U,,. . ., U^. On obtiendra 
la valeur de i|/p, sous la forme définitive, en remplaçant z 
^ar HZ, et eifectuant les dilférentiations indiquées. 

Les difiérenls couples de termes dont, se compose la 
diilérence h4>(z) — z4>(u), s’expriment «ainsi par les dé-; 
rivées partielles de certaines quantités i|/ 5 , . . . , 

fonctions homogènes du second degré en z\ , z" , . . . , zj"** 
Donc, si l’on fait 

= ’J'i + 'l'ï 4'n > 

<p sera encore une fonction homogène de z', , z" , . . . , z|"’ 
du second degré, et l’on aura 

(. 3 ) 




dx"- 


S 


'Il est essentiel de se rappeler qu’un terme quelconque 
de la somme ne renferme les 

dérivées de z, que jusqu’.à l’ordre /a inclusivement, 

car il en résulte que 1" 


;e que le caiTC zj 

Calcul des Variations . 


enlre uniquemenl 
• 1 2 
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dans le dernici' terme tp„, où il a pour coefficienl — - A„ ir , 
e’esl-à-dire (|ue l’on a 



89. AdmeUons iiiaiulenaiit que « soit une valeur con- 
nue de s qui satisfasse .à l’équation diirérenticlle (z)=o, 
en sorte que 

= o 


soit Une équation identique, et faisons, pour abréger, 




r/.r 




l’équation (l'.i) donnera, en intégrant, 


dx z= — '!<, 


Le procédé qui nous a conduits à transformer 
(n° 85), s’appliquera' également à l’expression 4>,(s',), 
puisqu’elle dérive d’une fonction homogène i|i du second 
degré de la même manière que se déduit de la fonc- 
tion homogène Donc, pourra aussi se dévelop- 

per en une série analogue à (6), et l’équation précédente 
prendra la forme définitive 


(i4) 


/h 4> (:) «/i = — B, z\ -+- 


d.r 




(n) 


B|, B|,. . B„ étant des fonctions de x, u, u',. . ;, «('■) 
faciles à calculer dans chaque cas particulier. Notons ici 
seulement que la dernière de ces fonctions, en vertu de ce 
qui précède, aura pour valeur \ 

iPi, 

B„=--^=A„«’. 

az 

t 
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90. Kn résumant les résultats auxquels nous sommes 
parvenus, nous pouvons maintenant énoncer les deux 
théorèmes suivants : 

Théore.me I. — Si <f est une fonction homogène du 
second degré en z, z', z", . . . , z'“^, l’expression 




. rfjr 




dx" 


' sera une fonction linéaire de z, z', z", . . . ,z(*''>, qu’on 
pourra inellre sous la forme 


Au Z 


d.A,z' d\A,z" 
dx d.r^ 


dx" * 


et l'on aura 



Théorème 11. — Si u est une valeur particulière quel- 
conque de Z qui satisfait à l’équation diflérentielle 


4.(1) =A, Z 


rf. A, z' 

dx 


d^ . A,z" . ^ d".A„z^"'> 
dx^ dx" 


et qu’on fasse z= uz,, le produit u<I>(z) sera une déri- 
vée exacte, quelle que soit la fonction z, ; son intégrale 
prendra la forme 


f u^(z) dx =: ■ 


T/ï" 


-I n 
D„a/, 

dx" ' 


et l’on aura 



91. Ces deux théorèmes nous serviront à effectuer les 
transformations nécessaires pour mettre en évidence le 
signe de la variation seconde $*S. Lorsque les valeurs 
limites de a:, î y^• • fixes, cette variation 
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est, comme noos l’avons déjà vu, 



et j’on a, d’après la stgnificalion connue de (’P), 


5(P) = JP- 


(ISV, 

dx 


dx'' 


Or, en faisant, pour abréger. 


_^d"SP„ 
; d-r" 


d'V 



on trouve 


SP = « 0 , Z -+- «01 z' -t- « 0 , z" H- . . 

. -1- a.„z("), 

$ P 1 ^ 1 9 3 Û 1 1 ^ I* “f* • . . 

.-+• flciiZt"), 

5 P, =: «,o Z -t- «J, o' -H fl,,z" 

4- a,„z(">, 

. 5P/I = «noZ -t- «ni z' -(- «nlZ"-|-. • 

a«nZ<">- 


Les seconds membres de ces équations sont évidemment 
les dérivées partielles de la fonction homogène du second 
degré 

O = - 0,« + «01 zz' + «01 zz" + ■ • ■ + «OnZZt") 

2 

-t--«iizV-t- «ijz'z" r'zl"), 

2 

-+■ - «,, z"z"+ . . . + a,„z"z<.’'>, 

2 


. -t- -«„„z(")zW, ■ 

2 

c’est-à-dire que 

5P=ç'(c), 5P, = ®'(z'), SP.,= <f'(z"),.. , JP„ = y(z(")); 
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l8l 


on aura'par conséquent 


<î(P)=?'(4- 


^■?V) 

dx 


djc’' 


expression à laquélle, en vertu du théorème I, on peut 
donner la forme 


Àg 2 


rf.A, z' 

Jx 


d'.k, Z.” 
ilx‘ 


d".A. 2<") 


= <I> 2 


et la variation seconde deviendra 


t'5). 



Nous savons d’ailleurs que â'(P) =4>(a) =o est une 
équation différentielle à laquelle on satisfait de la ma- 
nière laplus générale endonnautà à>^ou à zla forme (4)i 
eu sorte que, si l’on fait 


« = a, 


da, 



df 

+ ■ “îii — » 


on aura identiquement, ou pour des valeurs quelconques 
de ar, ^(u) = o; d’où l’on conclura, d’après le théo- 
rème II, que «4>(z) est la dérivée exacte d’une expres- 
sion de la forme 


B, 2 . 


d.Bgl* 


dx 


dans laquelle 



rf'-'.B„2W 


dX‘~' 



— O, (z',). 


Comme la fonction z et ses dérivées z', z", . . . , 
sont nulles aux deux limites de l’intégrale, en vertu de 
l’hypothèse admise it" 81 , il en sera de même dé z, et de 
scs dérivées jusqu’à l’ordre n — i , du moins si l’on choisit 
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les constantes «j , «j , . . . , de manière que ii ne soit nul 
pour aucune des limites. 

92. Cela posé, si nous remplaçons z par uz, , nous 
trouverons, en intégrant par parties, 

r' 

. 3’S = I î|M<l>(z)rfx = 


/-f. 

—j Z|1>i(ï',) + J ï'i 


OU simplement 


S’S=j' z\^,(z\)dr,^ 


puisque comme nous venons de le dire, est nul aux 
deux limites de l’intégrale. 

Cette nouvelle intégrale se transformera de la même 
manière, dès qu’on aura trouvé une valeur quelconque 

des', qui satisfasse à l’équation dilférenticlle 4>, (?',) = O. 

Or, comme 

a/ ^ 


à chaque valeur de z qui rendra 4>(z) nul, correspondra, 
en vertu de la relation z = uz ^ , une valeur de a, qui ren- 
dra * 1*1 (z',) constante, et si nous posons 


n df „ df 

’ = Bc h Bi ~r~ Bm “î — ’ 



, /3, , . . . , étant un nouveau système de constantes arbi- 
traires, l’équation <\f(z) = o se trouvera satisfaite quand 
on donnera à ü la valeur v, ce qui revient à remplacer z\ 
par v\. Donc la valeur e, de z\ réduira la fonction Oi(z',) 
à une constante, ou fera qu’elle ne dépende plus de-jc, 
mais uniquement des valeurs attribuées aux constantes 
arbitraires a, dont on pourra drêposer de manière à 
rendre celle fonction nulle, ou à vérilier idenliquemenl 
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réifuaiipn 4 >,(e'J = o. Dès lors en faisanl 

on conclura du théorème II que est la dérivée 

exacte d’une expression 






dx’‘~- 




ctqu’ainsi une nouvelle intégration par parties ramènera 
la variation seconde à la forme 


(' 6 ). 





A chaque valeur de z\ qui rend-4>,(z'|) nul, correspond, 
Aiii vertu de la relation z', = une valeur de z" qui 
réduira à une constante; or si l’on pose 




71 


Ë.. 

(ta-i 


• 7i» 


da,. 




on pourra disposer des nouvelles constantes arbitraires 
7 , , 7 , , . . . , de manière à vérifier l’équation = o ; 

donc iv' sera une valdur de z' qui rendra la fonction 
• 1 >, (z’) indépendante âe x, et qui par une nouvelle rela- 
tion convenable entre les constantes arbitraires rendra 
cette Ipnction nulle, en sorte que l’équationtb, (ie") = o 
sera identiquement vérifiée. Dès lors, si l’on fait 

H n n 

la variation seconde prendra la forme 






Une nouvelle transformation semblable conduira à 
exprimer la variation seconde par une nouvelle fonction 
indéteiTniiiée z',\ et amènera an nouvelles constantes 



{ 
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arbitraires, liées entre elles par trois équations dç condi- 
tion. En continuant ainsi, on arrivera nécessairement 
à une équation ’ 



dans laquelle aura la forme Q„/"\ Le coefficient 

Q„ est d’ailleurs facile à déterminer, car on a 

B„ = A„ «», C„ ,= B„ v;’, D„ C„ «-f , etc . , 


K- 


d^y 

djr^"-' 


et par suite. 


Q» = 


d^y 

dr^"^‘ 


valeur qui, substituée dans la variation seconde, lui fait 
prendre la forme 



93. Avant de tirer de cette forme dernière de d*S des 
conclusions définitives, il est bon de rappeler les substi- 
tutions qui y ont conduit, et de passer en revue les di- 
verses formules qui doivent servir au calcul du facteur 

. . . z^"\ Soit toujours • ’ , • 

J =/(x, a,, e,. . 

l’expression la plus générale de y en x qui satisfasse à 
l’équation dilférentiellc de l’ordre 2 / 1 , (P) = o, et dont 
on a détermiùé les an constantes arbitraires a, , a. ,. . . 
de manière à rendre nulle la variation complète de l’iii- 
légralc S = f\'(ix. Pour amener la variation seconde .à 
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la forme voulue, on écrira d’abord les n équations 

1 

i <lf . df df 

dans lesquelles a, ( 3 , 7, . . . sont des constantes arbitraires 
en nombre 2«*; ensuite on fera successivement 

i c = »(., , ■»>=««/,,..., Ï =: «3, , 

y'-') 1 

i W » N , 

< 



et l’oii tirera l’une après l’autre de ces équations les va- 
leurs des quantités u, w" , . . . exprimées au moyen des 
c . <if df df \ 

ipnctions — » — ) • • - , - — et des constantes a, 8,7,.... 

dUy doj de/,,, ) /5 

Ces constantes ne sont pas tout à fait indépendantes les 

unes des autres, car elles doivent satisfaire aux - 

1 . 2 

équations suivantes : 

f 4 >,(ie,) = o, 

• * 

les fonctions 4 >,, <!>,,, . étant définies par les équations 

fut>[z)d.T= — /<'>,( 2 ',) = — '^( 2 ;),, ... 


Ajoutons que le nombre de constantes réellement indé- 
|)endantes éprouve encore une réduction considérable par 

le faiupic le produit nv' U’" . . .2^"^ ne renferme (|ue des 
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combinaisons particulières de a, P, y, , ou plutôt seu- 
lement les rapports de ces combinaisons, entre lesquelles 
il existe en outre un certain nombre de relations iden- 
tiques. Nous ne pouvons signaler ici que d’une manière 
vague cette réduction , qui se présente d’ailleurs d’cUe- 
mème dans les cas particuliers. 

Le facteur , le seul qui dépende de la variation ôy 

ou Z, est une fonction linéaire de z, z', z",. . . , 
comme on le prouverait sans peine en exprimant succes- 
sivement z', , z \, ... en 2 à l’aide de la dernière colonne 
des équations (21), auxquelles on peut donner la forme 



94 . La théorie des déterminants fournit du reste un 
moyen très-simple d’exprimer le produit hv\w\.. 

en fonction de n, e, te, . . . , z, comme l’a prouvé M. Hesse 
[Journal de Crelle, t. LIV, p. 227 et suiv.) dans un ex- 
cellent Mémoire, auquel nous avons emprunté une partie 
des développements qui précèdent. M. Hesse commence 
par énoncer le théorème suivant ; 

« En désignant par a, fc, c, . . . , -f- i fonctions d’une 

seule variable et par n' , a ", . , . , a'") les dérivées succes- 
sives de la première fonction , par i', b", . . . , celles 
de la seconde, etc., on a 


{■ka) {>.«)'.. 

. . (X<7)("> 


n a' . 

. . «(") 

(Xè) (Xi)'.. 

, .(Xi)(") 

— 

b b’. 

. . il") 

(Xc) (Xc)'.. 

.(Xc)(’0 


c e* . 



À étant une constante ou une fonction quelconque de ha 
variable indépendante. » 
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On établirait sans peine ce théorème en développant 
les dérivées qui entrent dans le premier membre , et s’ap- 
puyant de ces deux propriétés connues des déterminants : 
1° qu’on peut ajouter ou retrancher à tous les éléments 
d’une même colonne des quantités respectivement pro- 
portionnelles aux élémens d’une autre, sans altérer la va- 
leur du déterminant; 2“ que si l’on multiplie chaqüe 
élément d’une colonne par un même facteur le déter- 
minant entier se trouvera multiplié par 
Cela posé, considérons le déterminant 


U u' . . . «(") 


I) = 


tv w' . . . 


Z z' 


remplaçons u, v, tv, . . . z par leurs valeurs, 


U. l, UV, , HIV, , . . . , uz, 


tirées de la première ligne des équations (21), il viendra 


(» U , . , .tf 


(n) 


D = 


iV, 


,<») 


Z, Z, . . .Z 


(") 


Substituant à v, , iv,,. . . , z, leurs valeurs 


r,.l, 


tirées de la seconde ligne des é<(uatious (21) , on trouvera 
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de même 
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,{») 


D = «"+' (■' 


(nîl 




el, en tonliiiiiant ainsi, on arrivera enfin à l’éijuation 


(23) 


D = U"-*-' v'" . . . 


,(-■) 


Le déterminant 


n„: 


V ç' , . J 

tx\w* . . . H>C«— ') 


qui SC déduit de D eu supprimant la dernière ligne et la" 
dernière colonne, se réduira de même à 


D, 


„ /n— I «n— S 

= w" 

1 2 


En divisant le premier déterminant par le second, on aura 


( 24 ) 


dT 


; uv^w, . . ,z 


(«) . 


c’est la valeur cherchée du produit en question, et la va- 
riation seconde deviendra, par conséquent. 


(25) 


'/'V D’ ^ 

o’ S = j dx. 

J dym^ U’ 


La variation ày ou z, avec ses dérivées, entre unique- 
ment dans le numérateur D, et si l’on représente par D,, 

la dérivée laquelle à son tour est un déterminant 

indépendant de r, s', . . . , le rapport des deux déter.- 
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Jiiinânts contenus dans d’S s’exprimera ainsi : 

D Dq z — j— 0( z’ -H . . — f- r)rt 

â “ 5;; 

95 . Celte discussion a été nécessairement un peu longue, 
mais par compensation les conclusions qu’on en tire sont 
très-simples. La forme (19) ou (a 5 ) à laquelle nous avons 
pu ramener la variation seconde de l’intégrale J\dx, 
• prouve, en effet, que le caractère distinctif du maximum 
et du minimum se trouve uniquement dans la dérivée 
partielle du second ordre 

d‘\ 

Si celle dérivée reste toujours positive ou toujours né-* 
galive entre les limites de l’intégrale pour la relation entre 
X ei y soumise à l’examen, cette relation correspondra 
dans le premier cas à un minimum, dans le second à un 
maximum de l’intégrale-, mais si elle cbange désigné 
entre les limites dont il s’agit, il n’y aura ni maximum 
ni minimum. Dans ce cas, en effet, on pourrait évidem- 
ment disposer de la fonction arbitraire z ou ây, contenue 
dans le facteur D, de manière à rendre à son gré la partie 
positive de l’intégrale (26) plus grande ou plus petite que 
la partie négative, et p^r conséquent la variation seconde 
d*S serait elle-même susceptible de changer de signe. 

Dans ce que nous venons de dire, nous avons supposé 

implicitement que ni la dérivée facteur ^nc 

deviennent infinis pour aucune valeur de x comprise entre 
les limites Xt , x„ et nos conclusions ne seraient plus légi- 
times s’il en était autrement, parce qu’aloi-s la variation 
seconde J* S pourrait elle-même devenir infinie, ce qui 
rendrait incertaine l’existence du maximum ou du mini- 
mum. La règle que nous avons énoncée ne sera donc rigou- 


Digitizt by Google 



CALCt'L UES VAIUATIONS. 


190 

reuseiiient établie, qu'autant qu’il sera démouU'é qu’on 
peut trouver pour les constantes a, (B,. (3,, , un 
système de valeurs qui satisfasse a la fois aux conditions 
(aa) et qui ne rende D„ nul pour aucune valeur de x com- 
prise entre les limites de l’intégrale. La question de recon- 
naître s’il existe ou non un pareil système de valeurs, est 
en réalité la partie la plus délicate de la théorie de Jacobi, 
et elle attend encore sa solution générale. 


Nous n’avons plus à examiner ici le cas où -- pourrait 

i-'/i 


être constamment nul entre les limites de l’intégrale, car 
nous avons déjà fait remarquer, au commencement de 
cette leçon, que si l’on pouvait admettre une valeur de dy 
qui rendit constamment nulle la fonction sous le signe 
intégral dans la variation seconde, on n'aurait aflaire ni 
à un maximum ni à un minimum de l’intégrale proposée. 


96. Après avoir exposé la méthode générale par la- 
quelle on distingue les maxima et les ininima des inté- 
grales simples, renfermant une seule fonction inconnuey 
avec ses dérivées successives jusqu’à un ordre quelconque, 
nous allons faire l’application de cette méthode aux cas 
particuliers les plus ordinaires. 

Supposons d’abord que dans l’intégrale . 

“ « 

i : I 


dont il s’agit de trouver le maximum ou le minimum, V 
ne renferme que x et y, soit de plus 

r =/(-r) 

la valeur de y qui rend nulle la variation première de 
l’intégrale, la variation seconde se réduira, pour celte 
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IIU^lnt• valeur de y, A 


X *'s d^\ 


d’où il résulte iiiimédiatement que le maximum ou le 

jiy 

minimum a toujours lieu, lorsque la dérivée reste 

constamment soit négative soit positive, sans devenir in- 
finie, mais qu’il n’y a, au contraire, ni maximum ni mi- 
nimum toutes les fois que cette dérivée change de signe 
entre les limites de l’intégrale. 

97. Considérons en second lieu le cas où la fonrtion V 
dans l’intégrale f\dx renferme y'. Soit 


la solution qui rend nulle la variation première; dési- 
gnons, pour abréger, par r,, /•, les dérivées partielles 

jNous avons vu (ü” 82) qu’en donnant à §j la valeur 

«iT, -h «jt'i, « 1 , *1 étant des constantes arbitraires, on 

rendrait nulle la variation seconde o’ S, et qu’il n’y aurait, 

par conséquent, ni maximum ni minimum, si pouvait 

recevoir cette valeur dans les conditions du problème, qui 

exigent que qysoit nulle aux deux limites de l’intégrale. 

La première condition du maximum ou du minimum est 

donc que l’équation 

. r, a, 

a,r, -t- a,r, = O, ou — = =i m, 

r, a, 

m étant arbitraire, ne puisse avoir lieu à la fois aux deux 
limites de l’intégrale, ni même pour deux valeurs quel- 
conques de X comprises entre ar, et x„ c’est-à-dire que le 
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rapport - ne passe pas deux fois’ par une même valeur m, 

f'i 


lorsque X augmente continuellement depuis .r, jusqu'à x,. 

Si cette condition est remplie, on examine déplus 
près la variation seconde 


Ç ’3{P)Sxfix 



laquelle, en faisant z = et </ = a, r, a,/-, , prend la 
forme 



{iiz' — ii'zY 
1 ? 


dx . 


Comme la variation seconde ne peut non plus de\enir 
infinie, sans que l’existence du maximum ou du mini- 
mum soit compromise, il faut en second lieu qu’on puisse 
assigner aux constantes arbitraires a,, des valeurs 
telles, que le dénominateur u ne s’évanouisse pas, c’est- 
à-dire que l’équation 

N 

r, a, 

a, r, -t- =: O, ou — = =z m 

r, a, 

ne soit vérifiée pour aucune valeur de x comprise entre 
X, et Xj. Or cela est toujours possible pourvu qu’il existe 

une valeur que le rapport - ne prenne pas entre les li- 

^ ï 

mites de l’intégrale, puisqu’il suffit alors de donner à m ' 
ou à — ^ précisément celte valeur. La nouvelle condi- 
tion du maximum ou du minimum est donc que le rap- 
port - ne prenne pas, entre les limites de l’intégrale 
toutes les valeurs possibles depuis — 00 jiisqu’à 00 . 
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Le rapport - jouit d'uiie propriété remarquable que 

nous allons indiquer. Comme r, et r» aussi bien que la 
fonction plus générale a, rj -H «jC, sont des valeurs de ây 
ou de Z qui rendraient nulle l’expression 5 (P), à laquelle 

d.A. z' 

on peut donner la forme AoZ — » on aura identi- 


quement 


A*r ( — — — — O , Ao^i* 


dx 
d. A,/-', 


dx d.T 

ou bien, en éliminant Ao et intégrant, 


o. 


A,(r.r. — r,r,') = C, 


r. 


dx 


A.rJ 


Cette dernière équation, dans laquelle C est une coii- 
rf’V 

stante arbitraire, et A, = i montre que la dérivée de 

- ne change pas de signe quand n’en ebange point, 

r, djr* 

ee qui d’ailleurs est une des conditions essentielles du 
maximum ou du minimum. Il en résulte que le rapport 

- est sans cesse croissant ou décroissant ; que s’il est crois- 

sant, après avoir atteint la valeur oo , il passera brus- 
quement à — eo pour croître de nouveau; que s’il est 
décroissant après être devenu égal à — oo , il deviendra 
subitement -+- oo pour décroître encore; de sorte qu’il ne 
pourra reprendre la même valeur sans passer successi- 
vement par toutes les valeurs possibles comprises entre 

- 00 et -+-«» • Ainsi les deux restrictions imposées à - 

par la condition que la variation seconde ne devienne ni 
nulle ni infinie, se confondent en une seule. On voit en 

Calcul des fariations. l3 
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même temps combien il est essentiel que les limites de 
l’intégration ne soient pas trop étendues. En efl'et, si l’on 
fait croître la variable x à partir de la limite inférieure 

X,, le rapport - croîtra ou décroîtra d’une manière con- 
tinue et pourra, après avoir passé une fois par l’infini, re- 
prendre, pour une certaine valeur de x, la valeur qu’il 
avait pour x = x, ; cette seconde valeur de x est la li- 
mite supérieure jusqu’à laquelle ou au delà de laquelle 
l’intégration ne doit pas s’étendre, pour que le maximum 
ou le minimum puisse avoir lieu. 

Ces conditions préliminaires étant remplies, l’inté- 

rfjy 

grale S sera un maximum si la dérivée reste con- 
stamment négative, un minimum si elle reste constam- 
ment positive", mais l’intégrale ne sera ni maximum ni 
minimum si la dérivée dpnt il s’agit change de signe 
entre les limites x, et x*. 

98. Considérons encore l’intégrale _/V</x dans laquelle 
V est fonction de x, y,y'i y"'-, admettons que 


y =/{-r, a,, fl,, «J, fl,) 


soit la forme de y qui rende nulle la variation première 
dS; désignons, pour abréger, par z la variation d_j^,par 
1 1 . • - -Il Af 

t'u t’îi '■31 les derivees partielles -7— > —1 -7—» -r- ’ et 
^ rta, <la, doi rf/?, 


posons 


U = a, -I- a, r, -H ot, r, -+- a, r , , 
c = (î, r, -H p, r, p, r, -+- p, r, , 


U 
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la variation seconde prendra la forme 



rf’V D* 

dI 


d.r» 


Entre les huit constantes a, p, il existe [(aa), n‘’93J 
une certaine équation de (-ondilion = o, que nous 

n’exaniinerons point ici. Il est d’ailleurs facile de voir 
que CCS constantes n’entrent dans les déterminants D et 
J)j que par les six combinaisons 


a, p, — «jp,, a, — -“jPi, at|p, — pi , 
p3 *3 Pï J St] Pi ai Pi , Pi — a| p, , 

liées entre elles par une relation identique; car si, au 
produit de la première et de la sixième combinaison, on 
ajoute celui de la troisième par la quatrième, on retrouve 
identiquement le produit de la seconde par la cinquième. 
Ajoutons que la variation seconde 5* S ne contient que le 
rapport de ces combinaisons, de sorte que le nombre des 
constantes réellement arbitraires se réduit à trois. 

Cela posé, pour l’existence du maximum ou du mini- 
mum, il faut : 

i® Que dj" n’admette pas de valeur qui rende nulle la 
variation seconde d* S, c’csl-à-dire qu’il n’existe pas de 
valeurs des constantes a,, «j, ce^, dill’érentes de zéro, 
au moins quant à quelques-unes d’entre elles, qui puissent 
vérilier l’équation 


a, r, -t- a, r, -I- aj r, a, r. = o 

aux deux limites de l’intégrale, ou, çn général, pour 
deux valeurs distinctes de j: comprises entre ces limites; 

2 "- Que la variation seconde ne devienne pas inflnie, 
et, en particulier, qu’on puisse assigner aux constantes 
a, (3 des valeurs qui ne rendent nul le dénominateui 

i3. 
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D, ■= — «V, pour aucune valeur de a: comprise entre 


X, et Xt ; 


d^\ 


3° Que ne change pas de signe entre les limites 
de l’intégrale. 

Si CCS trois conditions sont remplies, il y aura inaximiini 

d'y 

ou minimum, suivant que la dérivée sera négative ou 


positive. 

Nous ne parlerons pas ici de la distinction des maxima 
et minima des intégrales doubles; les indications qu’on 
a données à cet égard n'out guère d’utilité pratique, 
parce qu’elles reposent sur l’intégration de certaines équa- 
tions aux dérivées partielles, intégration qu’oii ne sait 
presque jamais eUcctuer. 


FIN DE LA rREMli-.RE l'ARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 

Al'l’LICAÏKWS A LA (JÉOMÉTRIE ET A LA MÉCANIQUE. 


NEUVIÈME LEÇON. 

* UcM’Iicrçlio de courbe:^ planes ayant des propriétés de niaxiimiiii ou mini>' 
iminu — Ligne la plus courte entre deux points. — Courbe de longueur 
donnée renfermant Paire maxima. — Courbe qui engendré la surface 
de révolution minima. — Courbe de longueur donnée qui engendre la 
plus grande ou la plus petite surface de révolution. — Courbe de lon- 
gueur donnée qui engendre le solide de révolution du plus grand ou 
du plus petit volume. — Courbe génératrice de la surface de révolution 
qui sons une étendue superficielle donnée renferme le plus grand ou le 
plus petit volume. * 


99. Parmi les applications du Calcul des variations 
à la Géométrie, les plus simples sonl celles où l’on cher- 
che des courbes planes jouissant de certaines propriétés 
de maximum ou de minimum. L’équation de la courbe 
étant rapportée à un système de coordonnées rectangu- 
laires X, y, la question revient toujours à déterminer jy 
en fonction de x de manière h faire acquérir à une cer- 
taine intégrale ou à une certaine expression définie sa 
plus grande ou sa plus petite valeur. La marche à suivre 
pour résoudre toutes les questions de ce genre ayant été 
expliquée .ivec détail dans la sixième leçon, il nons suffira 
de passer en revue d’un coup d’œil rapide les formules 
dont nous aurons besoin. 

Dans les problèmes dont la ré.soluùon sera l’objet de 
cette leçon, l’intégrale qu’il s’agit de rendre maximum- 
ou minimum ne renferme avec la variable x et la fbne- 
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lion J' que la dérivée du premier ordre Y . La question à 
résoudre est donc celle-ci ; 

Étant donnée une fonction \ de or, j', j'', trouver la 
relation entre y et x pour laquelle l’intégrale 




devienne maximum ou minimum. 

Si l’on appelle P, P,, les dérivées partielles de V rela- 
tives à y.jr, , la variation complète de l’intégrale sera 




■ . (ix 



(V-îir,-f-P, 5 y) 



P. 5/). 


La forme cherchée de la fonction^ doit rendre JS nulle 
et par conséquent satisfaire d’abord à l’équation différen- 
tielle du second ordre 


(0 


dx 


laquelle, par deux intégrations successives, donnera la 
relation cherchée entre x, y, avec deux constantes arbi- 
traires. 

L’équation (i) s’intégre immédiatement une première 
fois lorsque V ne renferme pas la variable xr, mais seule- 
ment y, et elle conduit alors (n"61) à J’équation 
différentielle du premier ordre 


( 2 ) V-P,.r' = c, 

c étant tuie constante arbitraire. 

I.,orsque V ne renferme pas j', on a P = o. et l’équa- 
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lion (i), clovciiuu 


d\\ 


— O Pt intégrée, donne 


*!)9 


P, = constante. 

Dans le cas plus particulier encore où V et par eonsé- 
i|uenl P, est (’onclion de la seule dérivée y', il en résulte 
y' -- constante, et, par suite, en désignant par a et h des 
constantes arbitraires 

jr = ax + b , 

équation d’une droite qui est alors la ligne cherchée. 

Les équations aux limites se modifient selon les res- 
trictions imposées aux valeurs limites de x, j, ou aux 
points extrêmes de la courbe cherchée. On rerurarque sur- 
tout les cas suivants ; 

l” La couxbe doit être menée entre deux points fixes . 
— - Les valeurs limites de x^y, étant données, la variation 
$8 ne fournira aucune nouvelle condition relative aux 
limites. 

2 ” La courbe doit être menée entre deux droites fixes 
parallèles à l'axe des y. — Les valeurs limites de x 
étant données et celles dey restant variables, on aura 
( 11 ” 57, i") les nouvelles conditions 



ou les énonce plus simplement en disant <[ue l’équation 


(3) P, = O 

doit être vérifiée aux deux limites de la courbe. 

3" La courbe doit être menée entre deux droites 
fixes parallèles à l’arc des x. — Les valeurs limites de 
y étant données et celles de x restant variables, on aura 
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(n*^57,'3°) les «^ualions aux limites 

j'(v-v,y)=o, j'(v-py} = o, 

ou, plus simplement, 

( 4 ) v-py = o 

pour chacune des limites de la courbe. Dans le cas parti- 
culier où V ne renferme pas x, nous avons vu que l’é- 
quation générale de la courbe prend la forme V — P, ■y'=E: c; 
la condition (4) exige alors qu’on ait c = o. 

4“ Z>a courbe doit être menée entre deux lignes quel- 
conques. — Soitj)^ = f(ar) l’équation de l’une ou de l’autre 
de ces lignes; les coordonnées de l’extrémité correspon- 
dante de la courbe étant assujetties à vérifier cette même 
é(|uation doivent en outre (n^^ST, 4") satisfaire à celle-ci 

(5) V-[jr'-f'(x)]P. = o, 

condition qui, eu vertu de l’équation (a), se réduit sim- 
plement à c+-P,f'(j;) = o, lorsque V ne contient pas x. 

Les équations aux limites, jointes aux restrictions posées 
à priori, serviront'toujours à déterminer soit les points 
extrêmes de la courbe, soit les constantes arbitraires con- 
tenues dans son équation. 

Les formules simples que nous venons de rappeler 
suffisent à la résolution des problèmes suivants : 

Problème I. 


100. Trouver la ligne la plus courte entre deux 
points donnés. 

La longueur d’une courbe plane étant en général ex- 
primée par l’intégrale 
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il s’agit de déterminer jy" en fonction de xde manière que 
cette intégrale soit un minimum. En conservant les no- 
tations du numéro précédent, on a 

v=^i4-r'’. P = o, p,= -~ 

v' 1 -t-y’ 

flVx 

et l’équation indéfinie P ^ = o devient 


<^P| 

= O , ou P, = constante. 


dæ 

’ 

Il en résulte 



y=o, 

et en intégrant 


(-) 

y'—ax-\- b, 


équation d’une droite qui est la ligne cherchée. Les con- 
stantes arbitraires a et Z> seront déterminées parla con- 
dition que la droite doit passer par les deux points 
donnés. 

L’examen de la variation seconde (n° Ô7) montre que 
le minimum a réellement lieu, pourvu que les deux con- 
ditions suivantes soient remplies, à savoir : i° que le 

rapport des deux dérivées ^ ^ prenne pas la même 


valeur pour deux valeurs différentes de x, comprises 
entre les limites de l’intégration ; 2 ” que la dérivée par- 


</’V 


tielle du second ordre reste constaminent positive 


entre ces mêmes limites. Or, on a dans le cas actuel 


(Ib 


I 
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valeurs qui satisfont évidemment aux conditions dont il 
s’agit. Donc la solution (i) correspond à un vrai minimum 
de l’intégrale proposée. 

Considérons maintenant quelques raodiilcations du 
problème que nous venons de résoudre. 

Si l’on ne fixe que les limites de x, en laissant indé- 
terminées les valeurs limites de ce qui revient à cher- 
cher la ligne la plus courte entre deux droites parallèles 
à l’axe des J", l’équation indéfinie (i) restera la même et 
l’on aura en ■outre 

P, = o, ou y'-=:o, 

pour les deux limites, ce qui prouve que la ligne minimu 
est perpendiculaire aux deux droites parallèles. 

2 “ Si l’on fixe, au contraire, les valeurs extrêmes dej', 
sans déterminer celles de X, c’est-à-dire si l’on cherche 
la ligne la plus courte entre deux droites données paral- 
lèles à l’axe des a;, l’équation 

' V — P,y = o, 

qui alors aura lieu aux deux limites, donne 


v'i -l-j' 


1=0, ou ^ = cc , 


et prouve ainsi que la ligne cherchée est encore pcr|)en- 
diculaire aux deux droites données. 


3° Considérons enfin le cas plus général où les ex- 
trémités de la ligne cherchée sont seulement assujetties à 
se trouver sur deux courbes données. Soit y — f (x) l’é- 
quation de l’une de ces courbes, par exemple de celle qui 
correspond à la limite inférieure, de sorte que la fonc- 
lion_^ soit assujettie à priori à la restriction . 
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on aura pour la niéme limite la condition 

V — f'(jr)]P,= O, ou i+/('{x)=o, 

et on en conclura que la ligne cherchée, qui est toujours 
une ligne droite , est normale à chacune des courbes li- 
mites données. 


Problème II. 

loi. Une courbe plane étant donnée, trouver une 
seconde courbe de longueur donnée et telle, que l'aire 
comprise entre les deux courbes soit un maximum. 

Soity = f(a:) l’équation de la courbe donnée; l’aire 
qu'il faut rendre maximum, et la longueur de l’arc qui 
doit rester constante, étant exprimées respectivement par 
les intégrales 

[x—f{x)]d.T, J ^ t -\-r”-dx, 

le 'problème se réduira à chercher le maximum absolu de 
la somme 

f jr — f(^) — c\/i 

c étant une quantité constante, mais inconnue, dont on 
disposera à la fin dû calcul de manière que l’arc de courbe 
cherché ait la longueur requise. On aura 

V=7— P = '. P.= -=^; 

fiP 

la formule P = o donnera successivement 

ax 


I — o, P, = 4; — a, 

ax 

, dz(x — a)(!x 

dy = ~======L=^ 

V c’ — (x — n)’ 
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et, en intégrant, 

(1) (ar — rt)'4-(> — b)' = c\ 

équation d’un cercle qui est la ligne cherchée. 

Puisque les extrémités de l’arc doivent se trouver sur 
la courbe donnée, les valeurs limites àex,y sont liées 
entre elles par les conditions 

[^ — f(jr)]=o, 

dont il faut tenir compte dans là recherche des étjuations 
aux. limites. On trouve alors (n“ 57, 4”) pour chacune 
des limites 

V — [y — f'(.r)]P, = o, 
ou 

( 2 ) ,+/f'(a:) = o, . 

équation qui exprime que les deux courbes sont normales 
l’une à l’autre aux points de leurs intersections. 

Il en résulte, en particulier, que si la première courbe 
est une droite, la seconde, dont la longueur est donnée 
et qui circonscrit avec la première la plus grande aire 
possible, sera une demi-circonférence. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les points ‘ 
extrêmes de l’arc cherché pouvaient se déplacer sur la 
courbe donnée j=f(x). Si, au contraire, ces points 
"étaient entièrement fixes, il n’y aurait plus d’équation 
aux limites, et les constantes a, b, c seraient déterminées 
par les conditions que l’arc de cercle doit passer par les 
points fixes et avoir entre ces points une longueur donnée. 

Problème III. 

102. Entre deux points donnés, mener une courbe 
telle, que la surface engendrée par sa révolution autour 
d’un, axe donné soit un minimum. 


/ X, IX, 

[r-f(a:)]=o, j 
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Si l’on prend l’axe de révolution pour àxe des or, l’in- 
tégrale qu’il s’agit de rendre minimum est 


I .> v 


V •+ r'^dx. 


On a donc 


rr 


v't 4-r”’ 


v=/v'«+/’. P = v^i 4-r's P, = 
et la fonction y doit satisfaire à l’équation 

Or, comme V ne renferme pas explicitement la variable 
indépendante X-, cette équation différentielle du second 
ordre s’intégre immédiatement une fois (h° 6() et donne 

V-P./ = «, 

ou, en substituant les valeurs de V et de P, , 


(•) 




. ^/^ +y'‘‘ 

a étant une constante arbitraire. Il en résulte 


Vr’ — a’ ’ 


et, en intégrant de nouveau. 


b = ± al 


-H v/j’ — a’ 


b étant une nouvelle constante arbitraire. De cette der- 
nière équation, on tire successivement 



y + — rt’ = flc “ , 


) — \/y' — d‘ = ae 
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et par suile 

( 2 ) 

équation d’une chaînette, qui est la courbe cherchée. Si 
l’on appelle directrice la droite par rapport à laquelle la 
chaînette a la propriété caractéristique d'avoir son rayon 
de courbure égal à la normale, on peut ajouter que la 
chaînette a pour directrice l’axe même de révolution. 

Les limites de l’intégrale, ainsi que les valeurs limites 
dey, étant fixes, il n’y a pas d’équations aux limites; on 
disposera alors des constantes a et b, de manière à faire 
passer la chaînette par les deux points donnés. Si ces 
points n’étaient pas fixes, mais seulement assujettis à 
se trouver sur deux courbes données, et que y=±î(x) 
fût l’équation de l’une ou de l’autre de ces courbes, on 
aurait pour la limite correspondante 

V — [/ — f(x)]p, =o, ou I ' ='o; 

V » 

la chaînette devrait donc être pormale à chacune des 
courbes limites. 

103. Nous venons de-dire que, lorsque les deux points 
extrêmes sont donnés, les constantes a, b doivent être 
déterminées par la condition même que la chaînette passe 
par ces points. Mais pour que cela soit possible, c’est-.à- 
dire pour qu’on puisse joindre les deux points donnés 
par une chaînette ayant pour directrice l’axe de révolu- 
tion, la distance entre ces points ne doit pas excéder une 
certaine limite qui dépend de leurs ordonnées ou de leurs 
distances à l’axe. Remarquons d’abord que si l’on prend 
pour origine des coordonnées le point de l’axe amjuel 
correspoud la plus petite ordonnée y= a, on aura b — o; 
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2oy 

réqiiatîoii de la rhaîncUc prendra la forme plus simple 

( 3 ) 

ei l’on trouvera, en divisant par x, 

X X 

J- _ 1 g" -i- g “ 

X 2 X 

a 

Or, ce rapport ne peut varier qu’entre certaines limites 
(|ui sont les mêmes pour toutes les chaînettes comprises 
sous la forme (3), ou qui ne different que par le para- 
mètre a ; en effet, pour trouver la valeur de - qui rende 

r . . . 

■- maximum ou minimum, on pose 



X 




on trouvera, par des approximations successives, 



A cette valeur de - correspond 

-=1,81017, -=rti,5o888. 

« X 

Si l’on fait 

X- = I ,5o888 = Iant;(56‘’28'), 
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le rapport - ne peut avoir de valeur positive ou négative 

inférieure à ±h\ la chaînette se trouvera donc tout en- 
tière au-dessus des deux droites passant par l’origine et 
représentées par les équations 

y = kx, y— — kx. 


Ces deux droites sont évidemment tangentes à la chaînette. 
En effet, on a généralement 




et l’équation (4), qu’on peut éerire comme il suit, 
xf — f = a, 


donne 



ce qui exprime qu’aux deux points de la chaînette pour 
lesquels l’équation (4) a lieu, et dont nous venons de dé- 
terminer, les coordonnées, les tangentes passent par l’ori- 
gine et coïncident avec les deux droites limites. 

Il est donc démontré que si l’on mène par l’origine des 
coordonnées deux droites faisant chacune avec l’axe des 
X, de part et d’autre, un angle de 56 ” 28' à très-peu près, 
toute chaînette représentée par l’équation ( 3 ) sera com- 
prise dans l’angle supérieur formé par ces droites, et 
qu’elle sera touchée par ces memes droites aux points dont 
les coordonnées sont a: = zt 1,19968a, j^ = i, 81017a. 

Il en résulte qu’il n’est pas toujours possible de dé- 
terminer les copstantes a et b dans l’équation (2) de 
manière à faire passer la chaînette par deux points don- 
nés A et R. Si par le point A on mène une droite AC 
qui rencontre l’axe de révolution en C sous un angle de 
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56” 28 ', et par le point ('. nue seconde droite CD égale- 
ment inclinée sur cet axe, il faudra que le point 15 se 
trouve au-dessus de la droite CD; autrement la chaiuetle 
ne pourra plus être tracét;, et le problème de ininimmu 
n'aura pas de solution. 

loi. Pour interroger la variation seconde, difl’én'utions 
tour à tour l’cquation ( 2 ) 



par rapport à x, a. il viendra 



ou 


tly X — ( r — h \ x' 

da a ' db 


L’existence du minimum exige d’abord que le rapport 


des dérivées ^7 et, par conséquent, la fonction 


X — —,i ne prenne pas deux fois une même valeur entre 

les limites ,r,, x,. Or, cette fonction exprime l’abscisse du 
point où la tangente à la cbaineitc rencontre l’axe des x. 
Dcnc, en admettant que A et 15 3, p. 2 i 3 ) soient les 

jK)iuts extrêmes de l’arc de chaînette que l’on considère, 
si par le point A on mène à la chaînette une tangente 
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AC qui rencontre l’axe des a; en C, et par le point C une 
seconde tangente CD qui touche la chaînette en D, D sera 
la limite que la seconde extrémité B ne peut ni atteindre 
ni franchir sans que l’arc AB cesse d’avoir la propriété 
d’engendrer une surface mlniina. En d’autres termes, il 
faut que les tangentes menées à la chaînette aux deux 
points extrêmes A, B se coupent au-dessus de l'axe de 
révolution, sans cela le minimum n’aura pas lieu. 

Lorsque cette première condition est remplie, on 
peut affirmer que l’intégrale proposée est un véritable 
minimum, puisque la dérivée seconde 


rf=V X 



reste constamment positive. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de mener entre 
deux points A et B 2), situés à distance égale de 

l’axe XX', une courbe telle, que l’aire engendrée par sa 


Fig. 2. 



révolution autour de cet axe soit un minimum. Prenons 
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sur cel axe un point C également distant de A et de H, 
et menons les droites CM, CN, faisant l’une et l’autre 
un angle de Sô” 28 ' avec l’axe XX'. Cela posé, le pro- 
blème de minimum n’aura pas de solution si les points 
A, B se trouvent en dehors de l’angle MCN. Lorsqu’ils 
sont compris dans cet angle, la courbe cherchée est une 
chainette tangente aux deux droites CM, CN. Or, par 
les points A, B on peut évidemment faire passer deux 
chaînettes distinctes MABN, AM'N'B, tangentes l’une et 
l’autre à ces droites. Sur la première les points de con- 
tact M, N se trouvent au delà des points A, B; sur la se- 
conde, au contraire, les points de contact M', N' sont 
compris entre A et B. C’est la première chaînette qui 
donne seule la solution du problème. 

On comprend d’ailleurs facilement pourquoi la chai- 
nette AM'N'B ne peut pas être la courbe cherchée; car, 
en admettant qu’elle donnât le minimum, et en prenant 
sur elle deux points a, h au-dessous de M', N' et à des 
distances égales de l’àxe XX', ce ne serait plus l’arc ab, 
mais la nouvelle chaînette amnh qui donnerait le mini- 
mum, et ainsi de suite. 

105. Nous ajouterons encore quelques considérations 
géométriques qui serviront à répandre une nouvelle lu- 
mière sur les résultats de cette discussion. La différen- 
tielle de l’aire U engendrée par la révolution de la chaî- 
nette étant 

d\i — 7.T: Y 'J \ -¥y"‘ dx , 

si l’on exprime dx par’t;^ et qu’on élimine \! i au 
moyen de l’équation ( 1 ), on aura 
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et en mlégraiU 

^ + const. 

"/ ’ 

Si l’aire TJ et les abscisses x sont comptées à partir du 
cercle engendré par la plus petite ordonnée^ = a, cette 
expression deviendra 

\5 — it{y-<j'y^—a^-\-ax) = va{yx' + x ) , 

X.,y étant les coordonnées de l’extrémité de l’arc. Si par 
le point x,y ou D (Jig. 3) on mène une tangente h la 
chaînette, la partie de cette tangente comprise entre la 
courbe et l’axe, ou la droite DC, sera 

et la surface conique engendrée par cette droite 



La différence des deux surfaces engendrées par l’arc PD 
et la tangente CD est donc 

U — K = 7ra ^.r — «fl.OC, 

En désignant par U, , K, les surfaces engendrées par l’arc 
AP et par la tangente AC, on trouve de même 

U, — K, = — jra.OC. 

Ajoutant et transposant, il vient 

IJ+U, =K + K,. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si par un point C pris sur la directrice d'une cliaf- 
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nette on mène deux tangentes CA, CD à la chaînette, 
l’arc AD et la ligne brisée ACD décriront des surfaces 
égales en tournant autour de la directrice. 

Kig. 3. 



L’analyse nous a dénionlré cjue l’arc de chamelle cesse 
d’engendrer une surface de révolution minima, lorsqu’il 
s’étend depuis A jusqu’à D, et il est maintenant facile 
d’en trouver la raison. En diminuant très-peu et dans un 
même rapport le paramètre a et les distances CA, CD, CO, 
on détermine les trois points A', D’, O', ainsique la nouvelle 
chainelte A' D' ayant son sommet au-dessus de O' et tan- 
gente aux droites CA, CD dans les points A', D'. D’après 
le théorème que nous venons de démontrer, l’arc A’D’ et 
la ligne brisée A' CD' décriront aussi des surfaces de ré- 
volution égales. On pourrait donc, sans altérer l’aire de 
la surface de révolution, substituer à la chaînette AD le 
polygone mixliligne AA' D'D, qui en différera aussi peu 
qu’on voudra, et en continuant ainsi on passerait par des 
déformations insensibles de la chainelte AD à la ligne 
brisée ACD. On pourrait même aller plus loin et substi-, 
tuer à ACD dés courbes qui descendissent au-dessous de 
l’axe des xi l’intégrale proposée prendrait alors des élé- 
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uaoiiLs négatifs et serait susceptible de diminuer sans 
limite. 

Si le minimum analytique cesse d’avoir lieu pour l'arc 
de chaînette AD, c’est parce qu’on peut la déformer d’une 
manière continue sans que la surface de révolution 
augmente, et non pas parce ijii’il existe d’autres courbes 
d’union entre les points A et D qui donnent des surfaces 
plus petites. Pour l’arc de chaînette AB toutes les condi- 
tions analytiques du minimum sont remplies, quoiqu’il 
soit certain qu’on peut mener entre A et B une infinité 
de courbes qui, sous la condition de franchir i’axe des x, 
et quelquefois même sans cette condition, donnent pour 
l’intégrale proposée des valeurs plus petites. C’est qu’on 
ne saurait déformer l’arc AB par degrés insensibles sans 
que la surface de révolution augmente d’abord, sauf à- 
diminuer ensuite; et tel est, à proprement jtarler, le ca- 
ractère analytique du minimum. Eu général, dans le 
calcul des variations, comme dans le calcul ditférentiel, . 
le maximum ou le minimum analytique n’est pas tou- 
jours la plus grande ou la plus petite de toutes les valeurs 
possibles, et il peut y avoir quelquefois plusieurs maxima 
ou mininia. 

Problème IV. 

lOtî. Parmi loitles les courbes de même longueur, 
trouver celle qui par sa révolution autour d’un axe 
donné engendre la plus grande ou la plus petite surface. 

Prenons l’axe de révolution pour axe des x. La lon- 
gueur de la courbe et la surface engendrée par sa révo- 
lution étant respectivement 

f sj \ y (Ix et 1-n f \-k- y- dx , 
le problème se ramène à chercher le maximum ou mini- 
mum absolu de l’intégrale 

J r-', 

I (r— c) 

■r, 


Digilized by Google 



COURBKS PLANES. 


2i;> 


dans laquelle c est une conslaule dont on disposera pour 
donner à la courbe la longueur assignée. Ici : 

v = (r-c)v/7T7% p=v/^^h7^. 

v^i4-r" 

comme la variable indépendante x n’entre pas explicite- 
ment dans V, l’équation indéfinie 



s’intégre immédiatement une première fois et donne 

, r — c 

V — p,y — a, ou . ~ ■ = a. 

V ' + r'’ 

De cette équation résolu^ par rapport kj' ou on 

tirera d’abord la valeur de dx exprimée en cfy] on inté- 
grera et, après quelques transformations semblables à 
celles de l’exemple précédent, on trouvera 



a bl b étant des constantes arbitraires. La courbe est donc 
encore une chainette, dont la directrice, parallèle à l’axe 
de révolution, est située à une distance égale à la valeur 
numérique de c, au-dessus ou au-dessous de cet axe, 
suivant que c est positif ou négatif. 

Lorsque les points extrêmes sont fixes, on détermine 
les constantes a, b, c par les conditions que la chaînette 
doit passer par ces points et avoir une longueur donnée. 
Or, il est en général possible de satisfaire à ces condi- 
tions, de deux manières différentes, ou par deux chaî- 
nettes dont l’une tourne sa concavité et l’autre sa con- 
vexité vers l’axe de révolution. La premièie chaînette 
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(luime la plus grande, la seroiide la plus petite surface 
de révolution, puisque^ — c, et par conséquent la dé- 
rivée seconde 


■ <PV _ 
^ ■■ 




reste, enlr»; les limites de l’intégrale, coustainineiit néga- 
tive si la courbe est concave, et constamment positive 
si la courbe est convexe vers l’axe des x, pourvu toute- 
fois que dans le second cas la chaînette n’atteigne pas l’axe 
de révolution. 

Admettons maintenant' ijue les points extrêmes ne 
soient pas fixes, mais qu’ils puissent se déplacer sur deux 
courbes données; soit •)'=f(x) l’équation de l’une ou 
l’autre de ces courbes, on aura pour l’extrémité située 
suç cette courbe * 

V — [y — r(x)] P, ou I -4- J"' Pf .r) =o. 

Une équation semblable aura lieu pour la seconde extré- 
mité, et l’on en conclura (jue la chaînette doit couper nor- 
malement chacune des courbes limites données. 


PllOBLÉME V. 

107. Parmi toutes les courbes de même longueur, 
trouver celle qui, par sa révolution autour d'un axe 
donné, engendre le plus grand ou le plus petit volume. 

Prenons l’at^e de révolution pour axe des x. L’expres- 
sion de l’arc étant J -\-y” dx, et celle du volume en- 
gendré par sa révolution r. fj^dx, le problème revient à 
chercher le maximum ou le minimum absolu de l’inté- 
grale 

j (>’ — « -hy^)d^. 

On a 

V =7’— «V I -<-y% P — 2 /, P, =-t=^=. 

v’i 
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Puisque V ne renferme pas la variable indépendante x, 
on peut immédiatement abaisser d’une unité l’ordre de 
cl P 

l’équation indéfinie P =o, en écrivant à sa place 

V — P,j^=c (n“ bl ). Substituant alors à V et à Pj 
leurs valeurs, on trouve 


(■) 


r’' 


V -t-r’ 


djc — db 


(r’ — c)dx 

y/flj _ (jrC — cy 


c’est l’équation différentielle de la courbe élastique. Son 
intégrale en x et j ne peut pas être obtenue sous forme 
Unie; mais en différcntiant l’équation (i) et désignant 
par P le rayon de courbure, on trouve 


a/ = — 




= — , ou 


.yj). 


a 


La ligne qui parmi toutes les courbes de même longueur 
engendre le plus grand ou le plus petit solide de révolu- 
tion, est donc caractérisée par cette propriété qu’en cha- 
que point son rayon de courbure est en raison inverse de 
l’ordonnée. 

Les points extrêmes de la courbe peuvent être fixes ou 
mobiles sur des lignes données. Dans l’un et l’autre cas, 
les constantes arbitraires seront déterminées d’une ma- 
nière analogue à celle que l’on a suivie dans les exemples 
précédents. 

La dérivée seconde 


iO\ 




dojil le signe dépend uiii(|ucment de celui de la constante 
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a, montre qu’il faut prendre a positif pour obtenir le 
maximum, négatif pour obtenir le minimum de volume. 

Problème VI. 

108. Trouver une courbe telle, que la surface engen- 
drée par sa révolution autour d'un axe donné étant con- 
stante, le volume contenu soit maximum ou minimum. 

Soient X, y les coordonnées d’un point quelconque de 
la courbe, l’axe de révolution étant pris pour axe des x\ 
il s’agit de déterminer^ en fonction de x, de manière que 
fy\ji-^y*dr ayant une valeur donnée, devienne 

maximum ou minimum, ce qui revient à chercher le 
maximum ou le minimum absolu de l’intégrale 


On a 



— %ax\jl -t- 



7.ay t y’' , P = 2 (j — a i ->r /')■, 

7.ayy' d^\ 2ay 

V/i+y» dy'^ (!+/’)? . 


et l’on voit déjà qu’il faut supposer la constante a posi- 
tive pour obtenir le maximum, négative pour obtenir Je 
minimum. Dans l’un ou dans l’autre cas, la fonction y 
doit satisfaire à l’équation difl’érentielle du second ordre 

P — = O, que l’on peut remplacer immédiatement, 

dx 

puisque V ne renferme pas la variable indépendante a:, 
par l’équation dill'érentielle du premier ordre 

V-P,/ = c, 
ou 


(0 


7.ay 


V‘ 


( 
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Telle est donc l’équation différentielle de la courbe 
cherchée. Elle ne permet pas d’exprimer y eu x au moyen 
des fonctions dont on se sert dans l’analyse élémentaire, 
mais il est facile d’en tirer une relation finie entre l’arc s 
et l’ordonnée. En effet, l’équation (i) étant mise sous la 
forme 

(a) y’ — iay—=c, 

on en lire successivement 


rf.e y — c dy — [y — c)’ 

ds lay ^ ds a ay 


ds = ± 


Q.aydy 
v'4 rt'r' — [y'‘ — c) 


et, en intégrant. 


(31 



7.(d -t- c — y' 
2 « y/ a' -t- c 


k étant une nouvelle constante arbitraire. 

La surface de révolution dont la génératrice est repré- 
sentée par l’équation (i) jouit d’une propriété remar- 
quable que nous allons indiquer. Si l’on différentie cette 
"équation , en appelant N la partie de la normale com- 
prise entre la courbe et l’axe des a;, et p le rayon de 
courbure pris avec le signe -f- ou avec le signe — sui- 
vant que ce rayon fait un angle obtus ou aigu avec les y 
positifs, c’est-<à-dire suivant que la courbe est concave 
ou convexe vers l’axe des X, en sorte que 


(I -(-/’)’ 


N = r V -t-r’S 


on trouve sans peine 
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Or P et JN' sont évideuiment les deux rayons de courbure 
principaux de la surface de révolution; dernière équa- 
tion exprime donc (|u’en eliaque point de cette surface la 

« ourbure moyenne est constante et égale à — • Nous vêl- 
ions plus tard que cette propriété appartient en général 
.i toutes les surfaces qui sous une étendue donnée ren- 
ferment un volume maximum. 

109. M. Delauuay a donné [Journal de Liouville, VI, 
3i5) une interprétation géométrique très-élégante de 
l’équation (i) en montrant qu’elle appartient à une 
courbe décrite par l’un des foyers d’une ellipse ou d’une 
hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe des x. 

En ellet, supposons qu’une ellipse dont les demi-axes 
sont aeib roule sur l’axe des x. Son foyer F décrit une 
courbe qui , d’après une propriété générale des épicy- 
eloïdes , a pour normale la droite menée du point F au 
point K où l’ellipse mobile touche l’axe des x. En dési- 
gnant par X, y les coordonnées du foyer F et par r le 
rayon vecteur FK,_on a donc 



le second membre devant être pris avec le signe -I- ou 
avec le signe — , suivant que le point de contact K se 
trouve à droite ou à gauche (vers les x positives ou les x 
négatives) de l’ordonnée Désignons parj', l’ordonnée 
du second foyer F, et par r, le rayon vecteur FjK mené 
de ce loyer au point de contact K ; les deux rayons vec- 
teurs r, r, faisant des angles égaux avec l’axe des x, tan- 
gent à l’ellipse au point K, on aura de même 
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Ajoutant et remplaçant ;•+ r, par ia, il vient 

dx 

X-\-jr, = ±ia — . 

On a d’ailleurs 


XX, 

Eliminantjyi , on trouve 

(4) H- o. 


Telle est donc l’équation dillérenticlle de la courbe dé- 
crite par le foyer F. 

On trouverait une équation semblable pour la courbe 
décrite par le second foyer F,, avec la seule différence 
que si l’on prend le signe supérieur pour la première 
courbe, on devra prendre le signe inférieur pour la se- 
conde, et viee versâ. Les courbes décrites par les deux 
foyers ne diffèrent, en effet, que par leur position. 

Il suffirait de changer fe’ en — b* et d’écrire 

dx 

(5) ' — 6» = o 

pour avoir l’équation de la courbe décrite par l’un ou 
par l’autre des foyers d’une hyperbole qui roule sur l'axe 
des X. 

L’équation (i) pouvant être identifiée avec (4) ou (5) 
suivant que c est négatif ou positif, on arrive ainsi au 
théorème suivant : 

La génératrice de la surface de révolution qui sous 
une étendue donnée renferme le plus grand ou le plus 
petit -volume, est une courbe décrite parle foyer dune 
ellipse ou dune hyperbole qui roule sans glisser sur 
l’axe de révolution. 

HO. Les trois constantes arhilraires contenues dans 
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la solution générale du problème seront déterminées de 
diverses manières selon les restrictions imposées aux li- 
mites. Examinons quelques cas en particulier., 

. 1° Les points extrêmes sont fixes. — Dans ce cas la 
variation de l’intégrale ne fQurnit pas d’équations aux li- 
mites, mais les constantes se déterminent par la condition 
même que là courbe doit passer par les deux points don- 
nés et que la surface engendrée par sa révolution doit 
avoir une aire déterminée. 

2° L'une des extrémités de la courbe est fixe et Vautre 
variable. — Les coordonnées de l’extrémité variable 
doivent (n“ 56 ) vérifier les deux équations aux limites 

P, = o, V=o. 


La relation 'générale V — Pi = c donne alors c = o, cq 
qui réduit l’équation (i) à 


r 



la 

V • -H y" 


) 


O. 


L’ordonnée y ne pouvant pas être constamment nulle, 


puisque sa valeur est donnée pour la première limite, il 
est permis de supprimer le facteur/. Résolvant ensuite 

' / d/ 

par rapport a / ou on trouve 


da- = 


rdf 
y/4a> — 


et en intégrant, 


(x— a)> = 4"S 


équation d’un cercle de rayon 2 a, ayant son centre sur 
l’axe des x. 

Si l’on remarque en outre que les équations P, = o, 
V = o ne peuvent subsister en même temps pour l’extré- 
mité variable qu’autant que son ordonnée / sera nulle. 
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OH en conclura que la courbe est dans ce cas un arc de 
cercle qui aboutit d’un côté à l’axe de révolution, et dont 
le centre se trouve sur ce même axe. 

3° La courbe doit aboutir des deux côtés à une droite 
parallèle h l'axe de révolution . — ^Les valeurs limites de 
y étant données et celles de x restant variables, on a pour 
chacune des limites la condition 

V- p,y = o 

qui revient à 

c = O. 

On en conclura, comme dans le cas précédent, que la 
courbe est un arc de cercle ayant son centre sur l’axe 
des X. 

L’arc de cercle devient une demi-circonférence lors- 
que la droite sur laquelle doivent se trouver les points 
extrêmes coïncide avec l’axe de révolution. Il en résulte 
que de toutçs les surfaces de révolution la sphère est 
celle qui sous une étendue superficielle donnée renferme 
le plus grand volume. 

m. Dans le premier cas, le problème présente une 
circonstance singulière lorsque les points donnés A et B 
entre lesquels il faut mener la courbe, sont situés sur 
l’axe même des x, c’est-à-dire lorsqu’il s’agit simple- 
ment de construire sur une base donnée AB une courbe 
telle, que l’aire de la surface engendrée par sa révolution 
autour de la droite AB étant donnée, le volume contenu 
soit un maximum. En effet, puisque alors la valeur o 
des deux ordonnées extrêmes doit vérifier l’équation gé- 
nérale (i), la constante c sera nulle et cette équation dé- 
viendra celle d’un cercle ayant son centre sur l’axe des x. 
Le solide de révolution serait donc une sphère construite 
sur le diamètre AB, solution impossible, puisque cette 
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sphère a une surface déterminée que l’on ne peut pas 
faire égale à une autre aire donnée. 

Ce fait analytique a paru étrange à quelques géomètres, 
parce que, dans leur opinion, le problème doit évidem- 
ment admettre une solution, et ils en ont proposé ré- 
cemment des interprétations très-dill’érentcs. M. .Tellett 
en conclut simplement que le calcul des variations est en 
défaut; M. Airy croit lire dans les formules qui ren- 
ferment la solution du problème que la courbe se com- 
pose de deux parties distinctes, à savoir d’une demi-cir- 
conférence de rayon convenable pour engendrer l’aire 
voulue, et d’une portion de l’axe môme de révolution. De 
leur côté, MM. Todhuntcr et Chalfis, admettant que la 
ligne qui doit unir les points A et B se compose d’abord 
de deux droites, élevées perpendiculairement à l’axe aux 
points A et B, puis d’une courbe joignant les extrémités 
do ces droites, arrivent également à donner uné courbe 
discontinue comme solution du problème en question. 

Aucune de ces interprétations ne nous paraît complè- 
tement satisfaisante. L’impossibilité où l’on est de véri- 
fier toutes les conditions du problème indique nécessaire- 
ment qu’il n’a pas de solution, et, si l’on se place au point 
de vue analytique, il n’est nullement étonnant qu’il en 
soit ainsi. En effet, la courbe en question doit être 
choisie parmi toutes celles qui font prendre à l’intégrale 
J y valeur déterminée ; or rien n’empêche 

que la courbe soit située en partie au-dessus, en partie 
au-dessous de l’axe des a:, et, par conséquent, que les 
éléments de l’intégral e_yy 1 -‘ry'^dx soient les uns po- 
sitifs, les autres négatifs; l'intégrale elle-même sera alors 
l’excès de la somme des éléments positifs sur celle des 
éléments négatifs , et chacune de ces sommes pourra 
croître sans cesse pourvu que leur différence reste con- 
stante. Donc aussi, l’inlégrale dont ou cherche 
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lu maximum et qui n’a que dés éléments positifs, pourra 
croître indéfiniment sans que l’intégrale J'y i ■+■ il.r 
change de valeur. De plus, les points A, H étant pris sur 
l’axe même des x, il est toujours possible de substituer à 
une courbe quelconque menée entre A et B uiie autre 
courbe infiniment voisine tracée entre les mêmes points, 
et qui donne pour J’y’ c/,r une valeur plus grande, tout 
en donnant pour J'y i la même valeur que la 
première courbe. Il en résulte que l’intégrale f y^dx n’a 
pas de maximum, si l’on n’écarte pas avant tout les 
valeurs négatives de l’ordonnée y compatibles avec la 
condition imposée à la seconde intégrale fy\l i + y'* dx-^ 
or cette absence du maximum devait nécessairement se 
manifester par une solution impossible. 

•Il est vrai que si l’on ne considère que des courbes 
situées tout entières d’un côté de l’axe, la génératrice du 
solide qui, sous une étendue superficielle donnée, ren- 
ferme le' plus grand volume, sera une ligne composée 
d’une portion de l’axe et d’une demi-circonférence, 
comme M. Airy l’a suggéré; mais ce résultat, facile à 
vérifier par d’autres considéra.tions , n’est pas propre- 
ment une solution du problème analytique dont il a été 
question. 

' Problème VII. 

112. Trouver la hrachistochrone ou la courhe de plus 
vite descente entre deux points. 

Considérons un point matériel soumis à l’action de la 
pesanteur et assujetti à se mouvoir le long d’une courbe 
quelconque. Prenons pour axe des y la direction de la 
pesanteur, et soient x, y les coordonnées du point mo- 
bile, s l’arc de courbe qu’il décrit, v sa vitesse, i le temps, 
g la mesure de la pesanteur ou la vitesse acquise pendant 

Calcul des Variations, iS 
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Tunité de temps dans la chute libre, on aura 

'je jr 

dt ' dt ^ ds V dt' 


et, par conséquent. 


vdv =±: gdy. 


En intégrant, et désignant par .r,, j', les coordonnées du 
point de départ, par a:,, y, celles du point d’arrivée du 
mobile, on obtient 


k étant la hauteur’ de chute qui correspond à la vitesse 
initiale. On a d’ailleurs 






substituant à u sa valeur, pour obtenir l’expression du 
temps employé par le mobile à parcourir sa trajectoire 
entière depuis le point ar,, y, jusqu’au point arj, ou 
voit que c’est l’intégrale 



I -f-r 


dXy 


qu’il s’agit de rendre minimum. 

Comme celte intégrale renferme la valeur limite j', de 
la fonction on aura à suivre la marche indiquée 
n" 6d. Appelons, comme à l’ordinaire, V la fonction 
multipliée par dx sous le signe intégral, et P, P, ses 
dérivées partielles prises par rapport à y et jy', la va- 
riation de l’intégrale. sera 
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OU, si l’on se rappelle que (n“ 30) 

ôy,=l (Sjr+yâx,), 3x,=j. {3x-hysx,), ■ 

-/ ]{v~P,y)Sx,+ pj}r,i. 

On a d'ailleurs 


P,= 


y 


•ly 


J I -t- r'’ 


i/{r-r. + /)(.d-j-'f)’ 2(:r-r. + /î)i 

dP, _ 2 (r — Y, -f- /!■) r" — y'» ( i -H r'’l ' 

a/j* J 3 

— fi+ ^y{i -+- x"y 

Cela posé, en égalant à zéjo la variation de l’intégrale, 
on trouve d’abord l’équation indéfinie 

I -H v'’ + 2 (j'— jr, 4-X)y" = o, 

qui, mise sous la forme 

2 r' dy' fly 

1 TT T ~ 

n-j’ V— + 
s’iutègre immédiatement et donne 

(r— r. + ^) (<+/•) = 20 , 

a étant une constante arbitraire. Résolvant par rapport à 
V i5. 
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J ■' •! • 

y^ou il vient 

dx 


Si l’on fait 


dx^dyJ. 

V 2rt — (^— r, -+ 


/•■) 


X — x< H- ^ = “(' — cosw). 


ce qui est toujours permis, puisque la quantité — 7 i + ^î 
doit être comprise entre o et aa, sans quoi le radical de- 
viendrait imaginaire, il viendra 

<ir==a(i — cosw)du, 

et, en intégrant, 

X — j:, = — sinu), 

h étant une nouvelle constante arbitraire. 

Les deux équations simultanées 

X — cc,-|-A=fl(w — siniu) 
y —y, -t- X- = a(i — cosw) 

appartiennent évidemment à "une cycloTde qui est par con- 
séquent la courbe cherchée. D serait facile d’éliminer la 
variable auxiliaire u et d’exprimer y en x; mais nous 
préférons la forme ( 1 ), parce qu’elle se prête plus facile- 
ment à la discussion ultérieure. 



H3. On tire successivement des équations (i) 

dxz=:a(i — i'0SA>]dw, dx=asino>da, 


sinu 01 

y = = cot -, 

I — cosw 2 


: coser’ —, 
2 


w &i 

cosec' - cot - 
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fi), Cl to, étaiiL les valeurs de w aux deux poiiils extrêmes 
de la courbe. Par suite de ces relations, les termes aux 
limites de la variation dS se simplifient considérable- 
ment et deviennent 



i\ <\ ^■•^3 «V 

da:, -t- col — 0 V, () a:, -H col — d > i 
7 . 2 



Ils disparaissent d’eux-rnemes lorsque les points extrêmes 
de la courbe sont donnés, puisque alors les variations 
d.r,, àj",, 6 yi, drs milles 5 mais il reste, pour déler- 
mim;r les constantes «, h, la condition que la cycloïde doit 
passer par ces deux points extrêmes. Quant à la con- 
stante k, nous avons déjà fait remarquer qu’elle dépend 
de la vites.se initiale que nous supposons donnée. 

Mais si les extrémités de la trajectoire sont seulement 
assujetties à se trouver sur deux courbes, déterminées 
par les équations 




on aura 

= f' (-c,) Ja;, , 5r, = 

et les termes (2) égalés à zéro fourniront les deux équa- 
tions aux limites 

t !j)'(X|)cOt ^ = O, 

<Ê >2 

I -h ^ 1 * (JTiJcot — =r O, 

qui serviront à déterminer les deux constantes a et A. En 

éliminant cot — > on trouve la relation simple 
2 
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expriraaiit qu’aux entréniités de la trajectoire les deux 
courbes limites ont leurs tangentes parallèles. Comme on 
a d’ailleurs en général 

6> 

7 = cot -, 

2 

la seconde équation (3) prouve, en outre, que la cycloide 
est normale à la seconde courbe limite au point d’arri- 
vée du mobile. 

Supposons, par exemple, qu’on veuille trouver la ligne 
déplus vite descente entre une courbe AC et une droite 
4) situées dans un même plan vertical, et ad- 


4- 



11 


mettons, pour siinplilier, (jue la vitesse initiale soit nulle. 
On prendra pour point de départ le point A où la tan- 
gente AT à la courbe est parallèle à la droite BD, et l’or^ 
mènera par ce point une droite horizontale AD, sur la- 
quelle on fera rouler un cercle de rayon convenable pour 
que la cycloide ainsi engendrée, ayant son sommet en A, 
coupe la droite BD sous un angle droit. L’arc AB de cette 
cycloide sera la courbe cbercliée. 

I 

1 l-i. Passons maintenant .à la variation seconde, et exa- 
minons si toutes les conditions de minimum se trouvent 
réellement remplies. La relation générale entre x et y 
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qu’on oblienilrait i-u éliminant o) entre les équations (i), 
renfermant deux constantes arbitraires a et /i, il faut 
s’assurer d’abord si le rapport des dérivées partielles 

passe pas deux fois par une même valeur entre 

les limites de l’intégrale S, ou lorsque x croît de x, >à ar,. 
Or, si l’on différentie les équations (i), en y regardant a: 
comme constante et j', «, a, h comme variables, on aura 

dh = (tü — sinu)rfn + a (i — cosw)rfw, 
dy = [\ — fOSw)</a -t-rtsinwf/rj, 

et, en éliminant 

(i — coso))rfj^ = (2 — 2COSW — usinwjc/a -f- sinu^/t 
ou 

. (,> / ■ " " 

sin — rfr = 2 I sin cos — c/u -t- cos — dh. 

2 ■ \ 2 2 2 / 2 

Faisant tour à tour dh = o, da = o, on en tire 


- cot - 
2 2 


et, ])ar suite, 

/ W \ 

2 1 cot ) 

f/j ^ dy V 2 2 / 

da ' dh w 

cot - 

o 


2(tang^ 



expression qui croit continuellement de o à + 00 et de 

s, I W y ^ t. ^ \ 

— 00 jusqu a — 7:, lorsque — croit ue o a - et de - a tt. 
1,0 rapport ^ ‘ prendra donc pas deux fois une 

même valeur pendant tjue^ reste compris entre o et t:, 
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ou >ù entre o et utt, c’est-à-dire tant que le point de dé- 
part et le point d’arrivée du mobile se trouvent sur une 
même branche de cycloïde. 

En outre de cette première condition remplie, la déri- 
vée seconde 


d'y __ Y - Y, + k _ 7. 

[(r - y. -t- ><■)(> 4- r")F 


est essentiellement positive, et ne devient jamais infinie; 
la solution (i) donne done un véritable minitnum. 
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DIXIÈME LEÇON. 

Suite de la recherche des courbes planes. — Lu courbe rapportée k des 
coordonnées polaires. — Cas où l’on prend l’arc pour variable indé- 
pendante. — Solide de révolution qui exerce la plus grande attraction 
sur un point donné et dans une direction déterminée. — Courbe qui 
renferme avec sa développée et ses deux rayons de courbure extrêmes 
l’aire minima. — Courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment 
d’inertie par rapport a un point donné. — Equilibre d’un lil flexible et 
inextensible. 


115. Dans les problèmes résolus jiisqu’iei, nous avons 
rapporté l’équation de la courbe cherchée à un système 
de coordonnées rectangulaires en regardantj^ comme 
une fonction ineoiinue de j:. Rien cependant n’empêclie 
de choisir autrement les coordonnées, et il est quelque- 
fois plus commode de rtraplaeerx, y par des coordonnées 
polaires/', 65 r désignant le rayon vecteur d’un point de la 
courbe ou sa distance à l’origine, et 6 l’angle que ce 
rayon fait avec un axe fixe. Il s’agit alors de déterminer r 
en fonction de 6 , de manière à rendre maximum ou mi- 
nimum une certaine intégrale f\d6, dans laquelle V’ 

peut contenir 6 , /', cl pour résoudre le pro- 

n9 a9’ 


blême sous cette nouvelle forme, il suffira de remplacer, 
dans les formules déjà données (n® 56), .r, J-, j‘ • • 
par 6 , r, r', r", . • • j ''"1 ■ • • > étant les dérivées de r re- 
latives à 6 . 

Prenons pour exemple la question suivante, qui est 
un cas particulier du problème II. 

Quelle est la courbe qui sous un périmètre donné cir- 
conscrit une aire maxhua ? 
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Oïl peut rapporter la courbe cherchée à un système de 
coordonnées polaires r, 9. La longueur de la courbe et 
l’aire circonscrite soiit alors exprimées par 

/ + ^Jr^d6, 

et la. question revient à chercher le maximum de l’inté- 
grale 

J'{r^ — 2 a ^ r’ J d 6 . 

Si l’on appelle, comme auparavant, V la fonction sous le 
signe intégral, et P, P, ses dérivées partielles relatives 
à r, r', en sorte que 


P = 2 r _ 


V = — 2 a \J r'' r'^ 

2 nr 


V, 


2 ad 


V' H -t- r'* d -h d‘‘ 

l’équation générale de la courbe sera 

et, puisque V ne renferme pas la variable indépendante 9, 
elle s’intégrera immédiatement une fois en donnant 


V — Vtd=c, ou d — 


2 ad 


I/origine des coordonnées étantarbitraire, on pcutla pla- 
cer en un point même de la courbe. On aura alors pour 
ce point /•= O, et par suite c = o, ce qui réduit à 


\1 d + 

l’équation de la courbe en question. On en tire 

r = ±; r', d(l = ± — - . 

dO - ^4"’ — 
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rz=z 'Ml sin (6 -t- /{■). 

Pour simplifier davantage, on peut prendre pour axe des 
coordonnées la tangente à la courbe. On aura alors, 
pour 0=0, 

—, =o on tang/' = o, 

ce qui donne 

I. 

X=o et /• = 2asiiiO, 

équation d’un cercle de rayon a. C’est donc au cercle 
qu’appartient la propriété de contenir la plus grande sur- 
lace sous uu périmètre donné. En vertu du choix d’ori- 
gine et d’axe que nous avons fait, les valeurs extrêmes 
de 0 sont o et tt, celles de r sont o ; ces valeurs étant 
données, il n’y a plus d’autres conditions aux limites à 
leinplir. 

116. Au lieu de x ou de 0 on peut prendre pour va- 
riable indépendante une autre variable quelconque, par 
exemple l’arc s de la courbe, qui dans beaucoup de 
cas se présente tout naturellement pour jouer cé rôle; 
mais dans chaque choix particulier il faudra user de cer- 
taines précautions pour que le changement de la va- 
riable indépendante n’altère pas les conditions essen- 
tielles du problème. 

Considérons, par exemple, le problème déjà résolu 
(Probl. III) où l’on cherche la courbe qui, par sa révo- 
lution autour d’un axe donné, engendre la plus petite 
surface. Si l’on prend l’arc s pour variable indépendante, 
la surface de révolution s’exprime simplement par 
a TT fjr/s-, et il semble au premier abord que la question 
se ramène à déterminer jy eh fonction de s, de manière que 
l'intégrale f y'is devienne minimum; cependant, quelles 
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que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les 
limites de l’intégrale, ainsi formulé analytiquement le 
problème est impossible à résoudre, parce qu’il condui- 
rait, pour première équation de condition, à l’équation 
absurde i =o; tandis qu’en prenant x pour variable 
indépendante, nous avons obtenu une solution' réelle, à 
savoir une chainetie ayant pour directrice l’axe des x. 

Cette discordance apparente s’évanouit devant une 
analyse plus approfondie. 11 est vrai que dans l’équation 
d’une courbe ijuclconque on peut toujours regarder l’or- 
donnée comme une fonction de l’arc .î , mais le contraire 
n’a pas lieu, c’est-à-dire qu’une relation analytique donnée 
entre y cl s ne peut pas toujours représenter une courbe. 
En ell’et, l’accroissement positif ou négatif Ay de l’or- 
donnée ne pouvant jamais être plus grand que l’accrois- 


seraent A 5 de l’arc, la dérivée dans l’équation d’une 


courbe quelconque, ne peut avoir uiie valeur positive où 
négative plus grande que l’unité, ou ne peut varier qu’en- 
tre les limites -P- i et — 1 . 11 en résulte que l’équation 


dans laquelle i , 


cl une infinité d’autres relations entre j et 5 , sont géomé- 
triquement impossibles. Cette remarque très-simple ré- 
duit notablement le nombre des formes que pourra pren- 
dre l’ordonnée exprimée en fonction de s. Si l’on n’en 
tient pas compte, si l’on admet indistinctement toutes les 
relations anstlytiques entre _y et 5, sans écarter celles qui 
n’ont pas de signification géométrique, il pourra donc 
arriver qu’une intégrale n’ait plus de maximum ou de 
minimum, quoique la grandeur géométrique qu’elle re- 
présente doive en avoir ; et c’est en effet ce qui rend chi- 
mérique la recherche du minimum de l’intégrale J y fis. 
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H7. La conséquence (le ce qui précède est que dans 
tous les cas où l’on cherche une relation entre l’arc s et 
l’une des coordonnées x, y, que l’on prenne l’arc s pour 
variable indépendante ou pour fonction à déterminer, il 
faudra, pour rétablir l’équivalence entre la qu(;stion ana- 
lytique et le problème géométrique dont elle est la tra- 
duction, introduire la restriction nouvelle que la dérivée 
ûx dy 1 . 

^ ou — doit être comprise entre -t- i et — i. On l’in- 


troduira très-simplement en regardant x, y comme des 
fonctions de s assujetties à vérifier l’équation 


(Ix^ (iy'‘ 
ds' ds^ ’ 

et il ne restera plus qu’à chercher les formes de ces fonc- 
tions- qui conviennent à la question proposée. Dans ces 
conditions, le problème de la surface de révolution mi- 
nima se présente sous ce nouvel énoncé analytique : 

X et y étant deux fonctions de s assujetties à véri- 
fier V équation 


dx‘‘ 


dy^ 


1 = 0 , 


déterminer les formes de ces fonctions de telle sorte 
que l'intégrale fyds soit un minimum ; et il se ramène, 
par conséquent, à chercher le minimum absolu de l’in- 
tégrale 




' djc^ 
ds"^ 


ds' 



X étant une fonction de s inconnue mais invariable de 
forme, dont on disposera pour satisfaire à la condition. 

dx' ^ dy' 
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Résolu sous celle forme, le problème nous ramènerait à 
la cbaînetle, comme dans le cas où x était la variable 
indépendante. 


■M8. Ces considérations sont tellement importantes, 
leur application se présente si fréquemment, qu’on nous 
saura gré d’exposer plus en détail la marche à suivre 
lorsqu’on veut déterminer une courbe plane jouissant de 
quelque propriété de maximum ou de minimum, en pre- 
nant l’arc .5 pour variable indépendante. Soient x, y les 
coordonnées rectangulaires d’uii point de la courbe, 
x\ x", . . . y', j" ■ ■ • l‘‘s dérivées successives de x et de y 
prises par rapport à s, et supposons qu’il s’agisse de déter- 
miner X ety en fonctions de .t, de manière à rendre 
maximum ou minimum l’intégrale 



F(.v, j:, 


Les fonctions inconnues x, y étant liées entre elles par la 
relation .r'*-+-y* — i=o,ilfaudra àF (i,x,x',x",y, j',y") 
ajouter. le terme ^Ix^’-f-y'* — i), X étant une fonction 
indéterminée de i, de sorte que le problème reviendra à 
ebereber le maximum ou le minimum absolu de l’inté- 
grale 

S= r \ds, 

dans laquelle 


V = F (j, a:, x', x" , y, y', y ") + i). 


(*) Comme le pointa partir duquel Tare est compté est complètement 
arbitraire, on pourrait, sans diminuer la généralité des formules, faire 
= O, i, =. 5, J étant la longueur entière de la courbe ; mais nous conser- 
verons aux limites j,, 5, leur notation ordinaire, pour que les formules 
perdent moins de leur symétrie. 
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Dcsignons lespeclivement par P, P,, P,, Q, Q,, Q, les 
dérivées partielles de V prises par rapport à x, x' , x", 
la variation de l’intégrale sera 




r'Ur. dV, , y 




P. 


ds 


Q> 


dSjr I 
ds i’ 


pourvu qu’on comprenne sous le symbole ds, tantôt la 
variation de s„ tantôt celle de ij, suivant la substitution 
qui l’affecte (n° 2o). Égalée à zéro, Éette variation donne 
d’abord les deux équations indéünies 


{■) 


„ ü^P, «/’P, 

« //Q' , „ 


! ds ' ds^ 

lesquelles jointes à la condition 


serviront à déterminer les fonctions x,j, X. ’ 

• Lorsque la fonction F ne renferme pas l’arc s, les 
équatious (i) admettejit toujours une intégrale première 
facile à obtenir. En effet, dans la dérivée totale de V 

dV ^ ^ ^ ^ dV , , 

— = p.r'+ P,a-"-+- Pjx" -I- Q/' -t- Q,7' 4-Q.7 + > 

as dk 


le dernier terme disparaît, puisque X n'enlre dans V que 
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SOUS forme linéaire et qu’on a 


tiy 

rfT 


= y + 


o. 


Substi tuant à P, Q leurs valeurs ti récs des équations ( i ) , 
on aura donc 


dV 

— = (P,x" 4- P'.x') 4 - (P.x”’ - P>') 

+ (Q./'+ Q'. /) + (Q> y - q; y ), 


expression qui se compose de quatre dérivées exactes et 
qui donne par l’intégration 


(a) v = / + P.x'4-Q.y4-P,x"- ^ x'4- Q,y'- 

k étant une constante arbitraire. 

119. Pour tirer plus facilement parti des termes aux 
limites de dS, nous y remplacerons d’abord les valeurs 

limites des variations dx, dr, — par les varia- 
^ ds ds ^ 


tions des valeurs limites de x, j, y, jr'. Désignons par 
valeurs de x, y, y[ correspondantes à 
l’une ou à l’autre des extrémités de la courbe, en sorte 
que l’on ait 


ï=/x, Ç' = /y, n=/7, n'z=jj>, 

le signe de substitution devant porter tantôt l'indice s,, 
tantôt l’indice 5,, nous aurons, en prenant la variation 
des deux membres ( n° 30) , 



1 {Sx -i- j:* 3s), S^'-=zj 



i(Sr~hySs), Sr/ = j 

/^Sx \ 

Sri = 1 
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11 en résulte qu’on peut, sous le signe de substitution, 
dans les termes aux limites de dS, remplaeer d.r, ôy, 
d3.T dSy . ' 

par les valeurs suivantes : 

Sx Si — x'Ss, 

Sjr =^Sn ~ ySs, 


dSx 

ds 


~Si:—x"Ss, 


dS y 

-yss-. 


ces termes deviennent alors 


( j - ï') • I 

( I ^7)"'- («'-t) I 


Or, en vertu de l’équation ( 2 ), le coefficient de ds n’est 
autre chose que la constante Â ; on a de plus 

I ASs = A(Ss,— Ss,)^iS (,t, - ) , 

— •Si étant précisément la longueur entière de la courbe. 
Donc les termes aux limites de dS prennent la forme dé- 
finitive 


kS{s,-s,)+j^ j^P.— 

Nous pouvons dès à présent et avant tout faire une 
remarque importante. Lorsque la longueur j, — s, de la 
courbe est déterminée, le terme kâ{s, — s,) disparaît 
avec la variation 0 (s, — 5,) qui est nulle; mais chaque 
fois que la courbe est variable de longueur, ce terme égalé 
à zéro fournit la condition 

k = Q, 


Ciilcui des Varialiotis', 
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(|ui réduil l’écjualiun ( 2 ) à 



120. Voyons quelles sorti, pour quelques leslrictions 
particulières, les équations aux limites que la courbe doit 
vérifier. 


t° La courbe doit être menée entre deux points, 
fixes. — Les valeurs limites w de x, y étant don- 
nées, on a = O, d) 7 = o. Il est vrai que la relation 
générale = i entraîne pour les valeurs limites 

de x' , y' une relation pareille, ou + >j'* = i, d’où il 
semble résulter que les variations àr,' sont liées 

entre elles par la condition 

+- O; 


mais comme on a déjà tenu compte de cette dépendance 
générale entre x' et y' au moyen du facteur indéter- 
miné X, on n’a plus à s’en occuper, et il est permis de re- 
garder dès à présent S^', 5rj' comme arbitraires et indé- 
pendants l’un de l’autre. Les termes en d'/i'dela va- .. 
riation de l’intégrale fourniront par conséquent pour 
cbacune des limites les deux conditions 


(3) 


P;=ro, Q, = 0 . 


2 “ La direction de la tangente à la courbé en cha- 
cun des deux points extrêmes est donnée, ces points, 
restant eux-mêmes indéterminés. — On a d^'=o, 
dy)' = O, tandis que et an sont arbitraires. Les équa- 
tions à vérifier pour cbacune des limites seront par con- 
sé<pienl 



.* 


t/ Pi ■ rf U . 
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3" Laligne cherchée doit aboutir à deux courbes fixes, 
— Soit ï(x, y) = O, l’équation de l’une de ces courbes 
limites, les coordonnées r, de l’extrémité correspon- 
dante de la ligne cherchée seront assujetties à la restric- 
tion 

qui établit entre leurs variations une dépendance mu- 
tuelle exprimée par 

T" — °- 

Les termes aux limites en et âr; donnent d’ailleurs 
pour l’extrémité que l’on considère 


ou, en éliminant ou ^r,, 

(5) 


f/s 


Qi- 


ds 


— 


’li 

ih 


Dans le cas particulier où la courbe limite serait une 
droite, les dérivées seraient constantes: déplus, 

di\ ■ 

di 

St celte droite était parallèle à l’axe des ar, — serait nulle, 

.et l’équation (5) deviendrait 

„ dP, 

P, 

ds 

elle se réduirait, au contraire, à 


Q. - 


ds 


: 0 , 


si la droite était perpendiculaire à l’axe des x. 


16. 
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On aura en oulrc, pour la limite dont il s'agit, 


P, = o, Qj = o, 


chaque fois que l'on n’aiira pas fixé la direction que la 
tangente à la courbe cherchée doit avoir au point ex- 
trême. 

Problème VIII. 


121 . Trouver la forme que doit prendre un corps ho- 
mogène de volume donné, pour que l'attraction qu’il 
exerce sur un point matériel A, dans une direction 
donnée AX, soit la plus grande possible. 

Nous admettons comme évident : i° que le point ma- 
tériel A ne peut pas être séparé du corps, ou qu’il doit 
être pris soità la surface du corps, soit dans son intérieur ; 
2 ° que le corps doit être un solide de révolution' dont 
l’axe coïncide avec la direction AX; et nous nous pro- 
posons de trouver la génératrice de ce solide. 

Prenons le point A pour origine et la direction AX 
pour axe d’un système de coordonnées polaires. Soit dv 
un élément du volume, u sa distance à l’origine, 6 l’angle 
t[ue celte distance fait avec l’axe, l’angle dièdre com- 
pris entre le plan méridien de l’élément dv et un plan 
méridien fixe. En supposant l’attraction proportionnelle 
à la puissance n'""' de la distance, on pourra représenter 
par p.ii'dv la force avec laquelle le point A est attiré par 
- dv, et par 

(If— (iü"cos6rfi’ 

la projection de cette force sur l’axe AX. On a d’ailleurs 
et par suite 


tlf = sin G cos^dad^ilo. 


Eft intégrant, i” par rapport s entre o et 2 7r, 2 " par 
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rapport à u entre o et r étant le rayon vecteiir d’un 
point quelconque de la surface ou de là génératrice du 
solide, 3" par rapport à Q entre o et tt, on trouve pour 
l’attraction exercée par le corps entier sur le point A, 




J f”'. 

0 ^ 


sin6cos9rf9. 


et pour le volume entier du corps, 




sin Or/O. 


Cela posé, il s’agit de déterminer r en fonction de 6, 
de manière que, v demeurant constant, f soit un maxi- 
mum, ce qui revient à chercher le maximum absolu de 
l’intégrale 


Jo 3 



sin Or/ 9, 


c étant une constante dont on disposera pour donner à e 
la valeur, voulue. . 

Ce problème se résout immédiatement, et l’équation 
de la génératrice en coordonnées polaires est 

(.Qs 9 — ce’ = o , 

ou 


(i) e"cosO = c. 

Pour /t — — I cette équation représente .mi cercle 
dont le centre est sur AX et dont la circonférence passe 
par A. 

Pour n ■=■ — 2 , ce qui est le cas de l’attraction uni- 
Ncrselle, l’éijualiou (i) prend la forme 

( 2 ) r’ = rt’ cos 0 . 
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Telle est donc l’éqUatioi} de la génératrice du solide 
cherché, lorsque l'attraction est supposée agir en raison 
Inverse du carré de la distance. Le point attiré A est 
situé sur la génératrice, ou sur la surface du solide, puis- 

qu’à 6=±^ correspond r = o. Il résulte d’ailleurs de 

la forme de l’équation ( 2 ) que 6 ne peut pas avoir une 

valeurpositiveou négativeplus grandeque rt et que la. 

courbe se trouve par conséquent tout entière «l’un côté 
de la droite AY menée par le point A perpendiculaire* 
ment à l’axe AX. 


122. Pour comparer la force avec laquelle le solide 
ainsi déterminé attire le point A à l’attraction exercée 
par une sphère homogène de même masse sur un point 
placé à sa surface, il suffit de calculer, par les formules 
déjà obtenues, le volume c et la force f pour le solide et 
pour la sphère. Jointes à l’équation ( 2 ), ces formules 
donnent pour le solide en question 


4n n’ 




L’équation en coordonnées polaires d’une sphère- de 
rayon a», rapportée à un point de la surface comme ori- 
gine, étant 


r = 2 «0 cos 6 , 

on trouve de même pour son volume Oo et pour l’attrac- 
tion /o qu’elle exerce 


r. 


3 


3 


Les deux corps devant avoir le inêine volume, on a 
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r = <îl par sm le 


Ad y O y 


/= 


v'i5 ’ 


d’où il résulte 


y 


3 


V 25 


r, i: 

1 * ‘ 


L’allraclion exercée par une masse homogène sphfe^’j^ 
rique sur un point de sa surface est donc à la plus grande 
attraction que cette même masse, convenablement mou- 
lée et orientée, pourrait exercer sur le même point, comme 
V 25 est à 3, ou à peû près comme 38 .à 39 . Ce résultat 
a été indiqué d’abord par Gauss. 

Problème IX. 

423. Trouver une courbe telle, que Faire comprise 
entre la courbe elle-même, sa développée et ses deux 
rayons de courbure extrêmes soit un minimum. 

Soient s l’arc et P le rayon de courbure ; l’aire comprise 
entre la courbe, sa développée et deux rayons de courbure 

s’exprimera par ^fpds. Prenons l’arc s pour variable in- 
dépendante, les coordonnées x, y pour des fonctions n 
déterminer, et. désignons par x', x", . . . , leurs 

■ dérivées successives relatives à s, ces fonctions seront 
liées entre elles par la condition 

et le problème se réduira à chercher le minimum absolu 
de l’intégrale 


ü 




X étant une fonction de s, inconnue, mais invariable de 




% 


% 

i 
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forme. On peut rej’arder p comme une fonction explicite 
de x", j", puiscju’on a 


ce qui donne 


4 

dx" 




^ = -pV. 


Cela posé, en conservant les notations du n" 118, on 
trouve . 

P = o, Q=o, 

P. = z', P, ^ ^ _ P> j:", . 

dp dx 

Q, = 2 \y, — P* > 

. «P (lY 

Puisque P et Q sont nuis, les équations indéiinics de- 
viennent 

i> ''P' _ « ‘ 


OU 


(0 


i\x' -t- p’z'" -t- ~ 

I aX/' p’7* -t- 3p’ ^ b, 


a et b étant deux constantes arbitraires. Ces équations 
jointes à 


doivent servir à détermiuei' x, y, À. 

Rappelons-nous d’abord les relations générales faciles 
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x'æ" + r'r" = O, 


.t'x'” +yr"’ = — 
x"x"' +r>"' = - 


(x"- -H y’^) = - 

I dp 

dx ■ 


I • 



reuiarquons aussi que les é([uatians 


donnent . 


x’’ +y- =z I , x'x" +yy = » 


r' y" — y x" 




le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant (jue le 
rayon p du cercle osrulateur fait un angle aigu ou obtus 
'avec les r positifs. 

Cela posé, en éliminant X entre les équations (i), on 
trouve 

— r'r-") ■+■ {y^" — ) = ^x' — l>x',- 


équation qui s’intégre sur-le-obainp, et donne 
y’x" — x' r") — nr — bx + r, 

ou bien 

( 2 ) •p’ = /i> — hx-j-r, 

en supposant que la courbe tourne sa concavité en bas, 
ou vers les y négatifs. 

Les mêmes équations (i), multipliées respectivement 
par x",y’, et ajoutées, donnent d’ailleurs 

fix-'x"’ -h y' y") -f- 3p’ (x"= +»•"=) = «x" -h by", 

*)ll 

'/r- V , ,/ 

-r- = fix I by , 

. , r/i 
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et en intégrant, 


(3) -ap — ax' — hy' = i. 

h étant une nouvelle constante arbitraire. 

12i. Chacune des équations (a) et (3) peut représèn- 
ter la courbe cherchée. Pour détcrnûner les constantes 
qu’elles renferment, il faut faire intervenir les termes 
aux limites de la variation de l’intégrale. Si l’on appelle 
indistinctement r/ les valeurs de x, y, x', y' 

correspondantes à l’une ou l’autre des extrémités de- la 
courbe, ces termes peuvent s’écrire 


("■ - î) «s + (0. - + raf + Q. I / 

ou, en avant égard aux équations (i), (3), 


/ lî ( .V, — 



J + biti — 


Comme la longueur s, — s^ de la courbe n’a pas été 
fixée à priori, la variation d(j, — s,) reste arbitraire, et 
son coefficient A doit être nul, ce qui réduit l’équa- 
tion (3) à 

(4) 2p =ax' + Ay. 

Telle est donc l’équation générale de la courbe. 3 oyons 
ce qu’elle devient dans des cas particuliers. 

i” Lorsqu’un des points extrêmes de la courbe est en- 
tièrement indéterminé, que l’on ait fixé ou non la direc- 
tion de la tangente eu ce point, les variations dw de ses 
coordonnées restent arbitraires, et leurs coefficients éga- 
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lés à /.éi’o dans les termes aux limites doiineiu 


a — O, b — O. 

L’équation (4) de la courbe se réduit, par conséquent, à 
P = O, équation impossible qui avertit que dans ce cas 
il n’y a point de minimum. 

2 ” Supposons que les points extrêmes A, H de la 
courbe soient donnés. Ou a d? = 0 , les variations $r! 
restant arbitraires (n“ 120, 1 ”): leurs coellicients égalés 
à zéro donnent pour les deux limites 

■ p’x" = O, p’/” = O, on p’x' ^ O, '■‘‘y = O, 

puisque px" =y, pj" = — x'. Or a/ et j' ne peut eut 
pas être nuis en même temps, puisque la somme de leurs 
carrés est égale à l’unité, il faut donc i(ue p s’évanouisse 
aux deux points extrêmes, ou que l’on ait 

ay, — b.r, -y- c— O, ay^ — èx, -f- c = o, 

x, , J,, Xt, j'j étant les coordonnées des points A, H. 
Prenons la droite AB pour axe des a; les coordonnées 
yiijt seront nulles et les équations aux limites, devenues 
Ar, = c, bXi = c, donneront — x,) = o, ou h — o, 

et par suite c= o. Les équations de la courbe ( 2 ) et (4) 
se réduisent alors à 


= 2p = a.r', 

et l’on en , tire successivement 

tlx^ 


= 4 




tLc- + t(y- Il 


dx — it dr l / — — 

• V 


Il est facile de reconnaitre dans cette dernière équation 
ré<|uation d'une cvcloïde engendrée par un cercle de 
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rayon g qui loule sur l'axe des a:. Comme, en oulre, les 


extrémités de l’arc se trouvent sur ce même axe, on serait 
tenté d’en conclure que la courbe cherchée est une bran- 
che de cycloide complète, tracée entre les deux points 
donnés A et lî. C'est du. moins le’ résultat auquel on s’ar- 
rête ordinairement. 

On ne. peut pas.se dissimuler cependant que cette con- 
clusion renferme quehpie chose d’arbilrairei et qu’au 
fond rien ne prouve que la courbe doive se composer 
plutôt d’une seule que d’un nombre quelconque de cy- 
cloïdes. En supposant (jue l’on construise entre A et B 
{fig- 5) i , 2 , ‘i,. n branches de cycloïdc égales et con- 


5 . 



sécuiives, ou irouve pour l'aire comprise eulrc la courbe, 
sa développée et ses deux rayons de courbure extrêmes, 

ou pour l’intégrale - J' pris, des valeurs proportionnelles 


à I , en sorte ([ue l’intégrale diminue indé- 

finiment et tend vers zéro, à mesure que les cycloïdes sc 
multiplient et tendent à se confondre avec la droite AB. 
11 parait donc que la droite AB considérée comme la li- 
mite d’une infinité de cycloïdes, est une espèce de solu- 
tion singulière du problème, et que la cycloide unique 
ACB ne donne un minimum qu’autaiit que l’on assujettit 
la courbe cherchée à ne pas avoir de point de rebrousse- 
ment entre A et B. 

3" Considérons encore |e cas oiï les extrémités A, B 
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doivent se trouver sur deux courbes données. Les varia- 
tions d'^', 07]' étant arbitraires, on a d’abord, comme dans 
le, cas précédent , 

ar, — lix, -f- 1 - ^ O , nj, — lix, -t- c = o , 
ou ' . 

x, — x, ^3— ri 
a ~ b ' 

équation qui exprime que la droite AB fait avec les axes 
des ,r et des J- des angles dont les cosinus sont propor- 
tionnels .à a, b. Les termes aux limites fournissent en 
outre pour cbacun des points A, R la condilinn 

fl -t- b Sr, O , 

Or, puisque le point |, r, ne peut varier que suivant la 
courbe limite, dr, sont évidemment proportionnels 
aux cosinus des angles que la tangente à la courbe limite 
fait avec les axes des coordonnées. La dernière équation, 
jointe à la précédente, exprime donc que la droite AB est 
normale à cbacune des courbes limites, ou que c’est la 
distance la plus courte entre ces courbes. Après avoir dé- 
terminé par cette condition les deux points limites A, B, 
on aura la courbe cherchée, en les unissant par une bran- 
che de cycloïde complète. 

Probi.émf. X. 

125. Trouver la courbe qui a le plus grand ou le plus 
petit moment d'inertie par rapport à un point donné. 

• Prenons le point donné pour origine des coordonnées 
et l'arc s pour variable indépendante, le moment d’inertie 
de là courbe sera exprimé par f -hj'*)ds, les fonc- 
tions X et. J étant liées entre elles par la condition 
x''-\-y'^ =r I ; le problème revient donc .à ebereber le 
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maximum ou le minimum qbsolu de l’inlégrale 

S= I ; + * (x'> 4 - j” — |)1 

dans laquelle ?. esl uué fonction de s de forme incontiue, 
mais invariable, 
ün a 

V= j:= -I- r’ H-À (x’’-)- — i), 
p=2.r, P|=:2 'Ax', Q = 2 J , Q|= 2), r', ■ • 

el les équations de la courbe P = Q , Q — = o 

deviennent 

(■) 


I X — X'x' — A x" =: O , 
( X — >■' x' — ~^x" = <• ) 


auxquelles il faut joindre 

x'’ J- y'- =; I . 

Si l’on retranche rune de l’autre les équations (i), mul- 
tipliées la première par y, la seconde par x, on trouve • 

a' {'xx' — ^’X) -t- À (xx" — x"jr) = O , 

et en intégrant, 

(2) ■ — x’y) = c. 

Les mêmes équations^ (i), multipliées respectivement 
par x',y\ donnent d’ailleurs 

xx'-f-J)' — À' = o, 
d'où l’on lire, eu intégrant, . 

( 3 ) .i-’-i- — 2 X = o. 
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Klimiiiant X eiUn; les équations ( 2 ) cl (3), on trouve 


(4) (x= + .r = — X) [.ry — .T'jr) — ic, 


équation générale de la courbe cherchée. Il paraît diffi- 
cile de l’intégrer sans déterminer d’abord les constantes 
c et- kl mais elle conduit à une relation remarquable 
entre le rayon de courbure p cl le rayon vecteur r. En 
clïet, quand on élimine X' entre les équations ( 1 ), il 
vient 

xy' — yx' = À ( y' x" — x' _/•')== qz - : 

ù 

ôii prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, sui- 
vant que le rayon de courbure fera un angle aigu ou 
obtus avec les positifs (n“ 123). Eu reportant cette va- 
leur dans l’équation (a), ou trouve 

‘■fi.. 


formule qui montre que la constante c doit être positive 
oïl négative, suivant que la coilrbe tourne sa convexité en 
baiil ou en bas. L’élimination . de X entre cette formule 
et l’équation (3) donne enfin 


|5) 


|C- 


/ 

4‘ 


Ainsi le rayon de courbure p est une fonction algébrique 
du quatrième degré du rayon vecteur r. 

121). Avant de discuter les conditions aux limites que’ 
la courbe doit remplir dans. les divers cas particuliers, re- 
marquons que si l’on appelle n les coordonnées de 
Tune ou de l’autre des extrémités de la courbe, on verra 
les termes aux limites de la variation JS se réduire à 
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Cela posé, admettons d’abord que la longueur de la 
courbe soit donnée. Le terme Ad (s, — s,) disparaîtra 
avec la variation o (s, — .t, ) sans détermination aucune 
de la constante A. Si l’on suppose en outre que l’une des . 
extrémités soit fixe et l’autre mobile, les coordonnées de 
la seconde extrémité devront satisfaire aux conditions 
P, = O, Q, = O, ou 

Ix' = O, ü, 

Cl comme >' ne peuvenl pas être nuis à la fois, il en 
résulte que la fonction / doit s'évanouir à la limite dont 
il s’agit, ce qui détermine la constante c, car l’équation ( 2 ) 
exige alors qu’on ait c — o. Par suite, l’équation (4) de 
la courbe devient 

xr' — x'jr z= O , 
d’où l’on tire, en intégrant, 

r z= ax, 

équation d’une droite passant par l’origine. Il est d'ail- 
leurs facilc.de comprendre, indépendamment de toute 
démonstration, que cette droite donne le minimum ou le 
maximum, suivant qu’elle se diiige du point fixe vers le 
centre des coordonnées ou en sens opposé. 

127. Considérons en second lieu le cas où l'on se pro- 
'posc seulement de mener entre deux points' donnés une 
courbe telle, que son moment d'inertie soit minimum, 
sans déterminer d’avance la longueur de la courbe. La 
variation d (s, — a, ) étant arbitraire, on aura A = o, ce 
qui fait prendre à l’équation (5) la forme 

. p = nir'. 

La courbe jouit donc de cette propriété que son rayon de . 
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■rj"] 


courbure est proportionnel à la quatrième puissance du * 
rayon vecteur. 

Ajoutons que l’équation différentielle de la courbe 
sera 


3^dy — rdx 


ou, en coordonnées polaires, 

■}.cdr 



il paraît dillicile d’en tirer quelque résultat simple. 


Problème XI. 


128. Trouver la position d'équilibre d’un fil fexible 
et inextensible dont les extrémités sont attachées à 
deux points fixes. 

On sait, par les éléments de la mécanique, que le fil 
ne peut être en équilibre qu’autant que son centre de 
gravité se trouve le plus bas possible. 

Admettons d’abord que la densité du Cl varie d’un ’ 
point à l’autre, et désignons par p. la masse d’une unité 
de longueur du fil; p sera une certaine fonction de^l’arc s. 
En supposant l'axe des y vertical et opposé à la direction 
de la pesanteur, on trouve pour la coordonnée verticale 
du centre de gravité du fil l’expression 

fi>-yds 
J’pds ' 

telle est la quantité qu’il s’agit de rendre minimum, tan - 
dis que la longueur du fil et, par conséquent, sa miisse 
entière Jpds doivent rester constantes. Donc, si l’on 
prend l’arc s pour variable indépendante, les conditions 
du problème seront 


f pyds = min . , fp d.s =r const . , X'\— * > 

Calcul des Variations. 


> .. * 
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et la question se réduira à diercher le inininuiin absolu 
de l’intégrale 

j (JL { J + c) -1- A (.r" — .i) { ds, 

c étant une constante et ). une fonction indéterminée 
de s. 

Cela posé, on a 

5^ = f* ( J +. ^ — ' ) > 

P = o, P, = 2Ax', Q=ft, Q, = 



et les équations indéfinies P — = o, Q — = o 

deviennent 

d.\x’ 

^ d.i ~ 

d.iy 

^-dT = ^- 

% 

En intégrant et faisant, pour abréger, 

M=/(aÆ, 


on trouve 
(>) 


2\x' = a,- 
7,'ky = M -t- 6, 

a et 6 étant des constantes arbitraires. Elevées au carré 
et ajoutées, les équations (i) donnent 

2 X = ± v^a’ + (M -f- é)’ , 
et, ÿar suite, en éliminant 2 X, 

nds 


dx z=i± 




dy =. 1 ^. 


Va»+(M-f- *)’ 
■ (M + b)ds 


y/a’-H (M + bf 
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Lorsqué la l’onflion fx est connue, on peut intégrer ces 
équations, et obtenir x, y exprimées en fonctions de s. 
En éliminant s on aura ensuite l’équation de la courbe 
cherchée. 

129. Mais on peut renverser la question et demander 
quelle doit être la loi de densité, ou la fonction fx, pour 
que le fil se dispose Suivant une courbe déterminée. En 
divisant l’une par l’autre les équations ( 2 ), on trouve 

M -t- 6 = <7 ^ 5 
dx 

et en difi’ércntiantpar rapport .à s 



L’équation de la courbe étant donnée, on peut exprimer 
le second membre en fonction de r, et déduire ainsi la 
forme de la fonction fx. Si l’on demande, par exemple, 
que la courbe soit un arc de cercle de rayon r, on aura 



l’arc s étant compté à partir du point le plus bas, et, par 
conséquent, 

a ,s 
ft = - sec^ -• 
r r 

Telle doit être la loi de densité du fil, pour que, dans son 
état d’équilibre, il affecte un arc de cercle. 

130. Supposons maintenant que la densité soit con- 
stante. Si l’on fait fi = i, on aura M = 5; substituant 
cette valeur dans les équations ( 2 ) et intégrant, on 

'7- . 
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trouve 

i -t- -+- (f -H *)■' 

X — h = a\ i , 

a 

y — h ■= v'/»’ 
et, en éliminant 5 A, 

/a? — h X — h 

y — /r XX 

La courbe est donc, dans ce cas, une chaînette. Les 
trois constantes que renferme son équation, se détermi- 
nent par la condition que la courbe passe par les deux 
points fixes, et qu’elle ait entre ces points une longueur 
donnée. 

Si les extrémités du fil, au lieu d’être attachées à deux 
points fixes, comme nous l’avons supposé jusqu’ici, 
pouvaient glisser sur deux courbes données, on trouve- 
rait facilement, en examinant les termes aux limites de 
l’intégrale proposée, que l’équilibre n’aurait lieu qu'au- 
tant que les extrémités du fil seraient normales aux 
courbes limites. Ce résultat subsiste quelle que soit la 
loi de densité dans le fil. 
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ONZIÈME LEÇON. 

Kccberche de courbes dnns Vespacoj cas où I"on prend Tare pour variable 
indépendante. — Ligne )a plus courte sur une surface donnée. — Ligne 
la plus courte de courbure constante. 


• 131. Lorsqu’il s’agit d’appliquer le calcul des variai 
lions à la recherche d’une courbe dans l’espace, rappor- 
tée à un système de coordonnées rectilignes et rectangu- 
laires a-, J-, Z, on peut regarder deux quelconques de ses 
coordonnées, par exemple_j^ et z, comme fonctions incon- 
nues de la troisièmes. Mais il est souvent plus commode, 
et toujours plus élégant, de prendre l’arc s pour variable 
indépendante, en considérant x, j, z comme trois fonc- 
tions à déterminer, et liées entre elles par l’équation dif- 
férentielle 

dx' dy’ dz^ = ds’, 

<Iont 011 tiendra compte au moyen d’uii facteur indéter- 
miné, fonction de s (n“ 49). La marche à suivre dans 
la recherche des courbes planes, lorsqu’on prend l’arc s 
pour variable indépendante, exposée dans la leçon précé- 
dente, s’étend d’elle-mêmc au cas de courbes dans l’es- 
pace, et il sufGra de donner ici un aperçu succinct des 
formules relatives à ce cas plus général. 

Soient x, y, z les coordonnées rectilignes d’un point 
quelconque d’une courbe dans l’espace, x/, x /\ . . . , 
y ", .... z", . . . leurs dérivées successives, prises par 

rapporta l’arc 5 ., et supposons qu’il s’agisse de déterminer 
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la forme que doit avoir la courbe pour que l’inttigrale 



f X, r , 


Z, z', z'")ds 


devienne maximum ou minimum. Les fonctions incon- 
nues X, y, Z étant liées entre elles par la condition 


si l’on fait 


V 


r'’-t- z''= I, 

F-+-X(4r"-|-y"-+-î'=— i), 


1 étant une fonction indéterminée de s, le problème re- 
viendra à chercher le maximum ou le minimum absolu , 
de l’intégrale 

^ — I Vds. 


.Désignons respectivement par P, P,, P,, Q, Q,, Q,, 
R, R], Rj les dérivées partielles de V relatives à x, x', x", 
y, y, y", Z, z\ z", nous aurons, pour déterminer les 
formes générales des fonctions x, z, X, les équations 
indéfinies 



rf’P, 

ds‘ 


— O, 


(•) 





O, 



rf'R, 

ds' 



auxquelles il faut joindre 

Dans tous les cas où la fonction F, dans l'intégrale 
proposée, ne renferme pas explicitement l’arc s, mais 
seulement les coordonnées x, _r, z avec jeurs dérivées. 
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les équations (i) admettent une première intégrale facile 
à obtenir. En eflet, puisque non-seulement la dérivée 
partielle de F relative à a, mais aussi celle de V par rap- 
port à X, ou z'* — I, sont nulles, la dérivée 

totale de V se réduit à 

dV 

= P x' -4- P, x" -t- P, x'" 
as 

-H Rj'-l- R. 2'-+- R.i". 


Si l’on y substitue les valeurs de P, Q, R, tirées de 
l’équation (i), le second membre deviendra une dérivée 
exacte, et il vieirdra, en intégrant, 


t V=:/< -|-P,x'+Q,jr'-l-R, 2 ' 


132. La considération des termes anx limites de la 
variation dS conduit très-facilement aux conditions que 
doivent remplir les extrémités de la courbe. En appelant 
indistinctement J', r! , les valeurs de x,y, z, 

z', correspondantes à î’unc ou à l’autre des limites 
de l’intégrale, et supposant toujours que E’ ne renferme 
pas explicitement l’arc a, on verra ces termes se réduire .à 






4 - 




et l’on en conclura tout d’abord que la constante A devra 
être nulle toutes les fois que la longueur a, — a, de 1 arc 
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ne sera pas déterminée à priori. Examinons maintenant 
les deux hypotlièses.^suivantes : 

i” Les points extrêmes de la courbe sont fixes. — On 
a 5^ = 0, = O, 5^ = 0, tandis qu’il est permis de 

regarder les variations dn', 5^' comme arbitraires et 
indépendantes les unes des autres, puisqu’on a déjà tenu 
compte, au moyen du facteur X, de la liaison qui existe 
entre x' , y\ z\ et, par suite, entre les valeurs limites 
l^' de ces dérivées; on en conclura que les trois équa- 
tions 

P, ~ O, Q, =-o, R, O 

doivent avoir lieu pour chacune des extrémités de la 
courbe. 

2 ^ Les points extranies sont seulement assujettis à 
rester sur deux surfaces données. — Soit 


f (?) ï = " 


l’équation de l’uue de ces sui faces, les variations 5^, ân, 
seront liées entre elles jiar la relation 




les termes aux limites fournissent d’ailleurs la condition 



Éliminant l'une des variations 0 ^, or,, o^, et égalant à 
zéro les coefficients des deux autres, il vient 



fis 


R,— 


f/R, 


ftj i/( ê( 

(le rlr, (IÇ 


1 
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Tullos solU les équations que doivent vérilier les coor- 
données de l’extrémité que l’on considère. 

Les directions des tangentes extrêmes, ou les valeurs 
(le v', n’étant pas données, on aura en outre, comme 
dans le cas précédent, les trois équations 

Pj = o , (}, — O, R J ü 

pour chacune des limites. 

133. Pour ne pas être obligé d’interrompre la discus- 
sion des problèmes qui vont suivre, nous croyons mile de 
rappeler ici quelques formules relatives à la théorie des 
courbes dans l’espace et d’expliquer le sens que nous 
• attachons à certaines expressions. Considérons trois 
droites A, IL C, prises cbacnne dans une direction déter- 
minée et faisant avec les axes desx,j', z,des angles dont 
les cosinus sont : pour la première droite a, a', a", pour 
la seconde Z>, />', b", pour la troisième c, c', c"; admet- 
tons (]ue la troisième droite C soit perpendiculaire aux 
deux autres A et B, lesquelles comprennent entre elles un 
angle quelconque 9, on aura 

fiù -+■ a' b' 4 - tt" b" = tos h , 
tic ■+■ n' c -\- a" c" = O , 
êc-(- h' c' -f- b" f" = O, 

et, en éliminant tour à tour c, c'j c". 



h — tib" __ a b' -n' b 

c' c" 


Les cas où il faut prendre run ou l’autre des deux signes 
du dernier membre se distinguent de la manière suivante : 
concevons que par un j)oini quelconque on mène trois 
droites A', IL parallèles à A, B, ci's droites pour- 
ront être considérées comme les arêtes d’un angle trièdre 
dans le(|ucl deux des angles plans sont droits, et le troi- 
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siènie égal à 6; de même on peut regarder les axes positifs 
des coordonnées x, y, z, eomme les arêtes d’un second 
angle trièdre, dans lequel ehaeun des trois angles plans 
est un angle droit. Cela posé, deux cas sont possibles : 
les arêtes A', B', C' du premier angle trièdre se suivent 
dans le même ordre que les axes des z, arêtes du 
second angle trièdre, ou elles se suivent dans .l’ordre 
inverse; en d’autres termes, si l'on applique C' sur l'axe 
des z. B' sur l’axe des j', la droite A' pourra se trouver 
du même côté du plan yz que l’axe des x ou du côté 
opposé, de sorte qu’en faisant l’angle 0 égal à yo°, les 
droites A', B', C' se superposeront dans le premier cas 
aux axes des x,y, z, tandis que dans le second cas la su- 
perposition n’aura pas lieu. Le signe supérieur, dans le 
dernier meinbredela formule (3), correspond au premier 
casj le signe inférieur au second. 

Nous dirons, pour faciliter le langage, que la succes- 
sion des droites A, B, C est directe dans le premier cas, 
inverse dans le second. 

Si les quantités a, a', a", ô, b' , i", c, e', c" éttticnt 
seulement proportionnelles aux cosinus des angles que 
les droites A, B, C font avec les axes des x, y, z, et 
qu’en outre chacune de ces quantités eût le même signe 
que le cosinus qui lui correspond, on aurait encore 


0" — a” h' a''h — ab'' _ ab' — a' b 
~ t . V/ ' 


et chacune de ces fractions serait égale- à 


y c’ -+- c ’ ■+■ c 


-^b’^+ b'"‘) 


on prendrait le signe supérieur ou le signe inférieur, sui- 
vant que la succession des droites A, B, C serait directe 
ou inverse. 
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134. On déduirait très-simplement de ces formules 
toute la théorie des courbes à double courbure; mais 
nous ne rappellerons ici que quelques théorèmes fonda- 
mentaux. Soient x,y, z les coordonnées d'un point quel- 
conque P de la courbe, les cosinus des angles que la tan- 
gente T à la courbe fait avec les axes des x, j, z, seront 
pi'oportionnfds aux différentielles 

dx , tly , dz ; 

de même, quelle que soit la variable indépendante, 


dx. -if- d^ X , dy -j- d'y , dz -y d' z 


seront proportionnels aux cosinus qui déterminent la di- 
rection de la tangente T' en un point P' infiiiiraent voisin 
de P. Donc, si l’on appelle riw l’angle de contingence ou 
l’angle aigu compris entre les deux tangentes consécutives 
T, T', et X, Y, Z les cosinus des angles que la droite O, 
perpendiculaire aux deux tangentes, et par conséquent 
au plan osculateur de la courbe, fait avec les axes des 
X, J', Z, on aura 

(ly Z — rlzd^y dzd^X'^dxd^z d.r.d'^y — dyd^x dta 
X d.d ~ Yd? Zrf? “TZT’ 


pourvu que la droite O soit prise dans une direction telle, 

(juela succession des droites T, T', O soit directe. Or.^ 

étant évidemment réciproque au rayon de courbure p, si 
l’on prend l’arc s pour variable indépendante, il viendra 


( 4 .! 


\.r 


Z X — j; 

Ÿ““ 


X Y — Y X 



Pour trouver la direction du rayon de courbure p, ou. 
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les angles a, -/ que ce rayon fait avec les axes des coor- 
doiinées, nous ferons reinanjuer que p est à la fois per- 
pendiculaire à la tang(îiiteT cl à la normale O, et que, 
en vertu de ce <]ue nous avons déjà admis, la succession 
des droites O, T, p est nécessairement directe; on aura 
donc 

'i-J - y. r' _ / c' — X ï' _ X.r' — Y .r ' _ 
cos a cos P eus 7 ’ 

et, en éliminant X , Y, Z au moyen des équations (4) •, 

(5) cos a = P x" , cos P = ay" , ens'/ = pz", 

(ti 1 

• 0 

13.“>. Supposons maintenant que la courbe soit tracée 
sur une surface ayant pour équation différentielle 

<!z- — jjdx r/dy . 

Si un plan roulait le long de la courbe de manière à être 
toujours tangent à la surface, ses intersections successives 
engendreraient une certaine surface développable 2; nous 
allons chercher ce que devient cette courbe lorsque la sur- 
face 2 est développée sur un plan. 

Considérons deux plans tangents menés à la surface 
donnée, en deux points P, P' de la courbe infiniment 
voisins l’un de l’autre; la normale N au premier plan 
fera avec les axes des x, j , z des angles dont les cosinus 
seront proportionnels à p ■, (] , — i et auront les mêmes 
signes que ces quantités, pourvu que la normale N soit me- 
née en dessous du plan, de manière à faire un angle obtus 
avec l’axe des z ; de même p f/p , (f -h d() , — i seront 
proportionnels aux cosinus des angles que la normale N' 
au second plan tangent fera avec les axes. L’intersection 
Cr de ces deux plans", génératrice de la surface dévelop- 
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a6y 

pable, est perpemlic.'ulaire à la fois aux deux normales, 
et si l’on appelle /, m, n les cosinus qui déterminent sa 
direction, on aura 


dq — dp pdq — qdp 

l m n 


y/ dp‘‘ -+- dtp + [pdq — qdp 


! > 


à la condition que la droite G sera prise dans la direction 
nécessaire pour que la succession des droites ]N, N^, G soit 
directe. L’angle çp compris entre la génératrice G et la 
tangente T à la courbe sera donc déterminé par l’équation 


(7) 


cos q : 


x' dq — y dp -t- j' 1 pdq — qdp ) 
\jdp^ + dq' -t- [pdq — qdp)' 


Si l’on donne à l’arc s un accroissement inlinimcnt petit 
f/5, l’angle tf recevra un accroissement correspondant d f, 
qu’il importe de déterminer. Pour simplifier le calcul, 
nous admettrons un moment que le plan xy coïncide avec 
le plan tangent au point P, et que l’axe des x soit dirigé 
suivant la tangente à la courbe, de sorte que l'on ait, en 
ce point P, P = O, <7 = 0, x' = i , j' = o , z' = 0, et 
aussi x" = o, puisqu’on général x'x"-hj'^j"-hz'z":= o. 
On aura alors sinqilement 

dq 

cos a — 


yip' 4- dq‘ 


et de mêiiie 


sin ^ = 


^dp' ■+■ dq' 


en admettant que T, G, se suc( èdenl dans l'ordre des 
axes des x , y, z. 

Cela posé, si l’on différentic réfjualion (7) et qu’on y 
substitue après la différentiation les valeurs p = o, f/ = o, 
y = I , y' = O , s' — O , x' = O , on trouvera sans peine, 
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en divisant le résultat par — siii'Œ, 


(f. = y" ds -■)- 


dqd' P — dpd'q 
dp‘ -t- dq'' 


La dillérentielle exprime la difl’érence — y des angles 
que deux génératrires G', Ci, passant par deux points 
P, P' de la courbe, inliniment voisins l’un de l’autre, font 
avec les tangentes T, T' en ces points. Ces génératrices 
ne sont pas en général parallèles entre elles, et l’on trouve 
facilement l’angle qu’elles comprennent, en observant 
que la normale N est à la fois perpendiculaire h chacune 
d’elles, et que les droites G, G'y N font avec les axes 
coordonnés des angles dont les cosinus sont respective- 
ment proportionnels à 

dq , —dp, pdq qdp , 

dq-\-d^q, —(dp-yd'p), pd'q — qd'p-. 


P <! — ' • 

En effet, appliquée à ce cas particulier, la formule (3) don- 
nera, quand on aura fait^ = o, <7 = o, et qu’on suppo- 
sera directe la succession des droites G, G', N, 

dqd‘‘ P — dpd^ q 
dp^^dq^ 


Dans cette même hypothèse, la différence — d<f est 
évidemment égale à l’angle de contingence du, compris 
entre deux tangentes consécutives à la courbe aplanie. 
Si, an contraire, la succession des droites G,G^, N était 
inverse, il faudrait écrire — d<p au lieu de d<{/ dans la 
dernière formule, mais en môme temps l’angle de contin- 
gence du deviendrait d{p-hdcj>. Il en résulte, en rem- 
plaçant df et dtp par leurs valeurs, qu’on aura dans les 
deux cas 


f/o> 

lis 
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eii.prcnant le signe supérieur ou inférieur suivant que la 
succession des droites G, G', N est directe ou inverse. On 
aurait obtenu le même résultat en admettant que T, G, 
N se succèdent dans l’ordre inverse des axes des x,y, z. 
En appelant 0 l’angle aigu compris entre le rayon de cour- 
bure P et la normale N, et r le rayon de courbure de la 
courbe devenue plane, on en déduit la Formule très-simple 


( 8 ) 



sin 6 
P 


que l’on peut regarder comme l’équation de la courbe 
rabattue. Cette équation est d’ailleurs indépendante du 
choix particulier des coordonnées. Traduite en langage 
ordinaire, elle renferme le théorème suivant assez remar- 

Une surface développable étant circonscrite à une 
surface quelconque de manière à la toucher le long eT une 
courbe donnée, le rapport entre le rayon de courbure 
de cette courbe à double courbure et celui de la courbe 
plane avec laquelle elle coïncide lorsqu'on rabat la 
surface développable, est, dans tous les points corres- 
pondants des deux courbes, égal au sinus de l'angle que 
le rayon de courbure de la courbe donnée fait avec la 
normale commune aux deux surfaces. 

Ces principes établis, revenons aux applications du cal- 
cul deS variations. 



PaOBLÈ.ME XII. 


1 36. Trouver la ligne la plus courte entre deux points 
sur une surface donnée. 

Soit « = o l’équation de la surface donnée, et prenons 
l’arc s pour variable indépendante; les conditions du 
problème étant 

« = O, .r'“ -t- r'’ H- 2^’’ = ' ) /c/.v = minimum, 
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la question reviemlra à chercher le niiiiimuin absolu de 
l'iiilégrale 


r 


r - 1 - ■+■ x'' -t- 2’' — •) + (*“! 


dans laquelle 1 cl fj. représenleiit deux fonctions indéter-- 
ininécs de s. 

Conformément aux notations adoptées, on a 

V = I + + r'' 4- î” — r ) 4- an, 

fi U du fl U 

Pi=?.Xr', Q,c=3./y, U, =2>î', 

ce qui conduit aux équations indéfinies 


(') 


auxquelles il faut joindre 

« = 0; x'- 4- .7 '■ 4 - z'' = I . 

Les équations (i), multipliées respectivement ))arx', y', z' 
et ajoutées, donnent 


du 




2-‘a'x' — 2,>.x" 

= 0, 

I du 

’>.V y' — 2.A r" 


/a- 

1 "'r 

0, 


/ du 




2 À' z'. — 2 À z" 

= 0, 


2 a o, ou 2. a — r. 


ce qui les rédtiit à 


du „ du du 

(A — — ex = O, fA — — cy =0, P — <-z" — o; 


dx 

'd’où l’on tire, en éliminant p, 

// ’f 

(?) 


(ê) ■ Is) ^ ( 


du \ 
ilz / 
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équations diirérentielles de la courbe cherchée. On ne 
saurait les intégrer sans' spécialiser d’abord la fonction u, 
ou la nature de la surface donnée, mais elles expriment, 
même sous cette forme générale, une propriété remar- 
quable de la ligne la plus courte. On sait, en effet, que 

les dérivées partielles^, ~ sont proportionnelles 

aux cosinus des angles que la normale à la surface donnée 
fait avec les axes des x, y, z, et que z" sont pro- 

portionnels aux cosinus des angles que le rayon de cour- 
bure de la ligne cherchée fait avec les mêmes axes. La’ 
formule ( 2 ) nous apprend donc que ces deux lignes ont 
la même direction, c’est-à-dire que le rayon de courbure 
de la ligne la plus courte est partout normal à la surface 
sur laquelle elle est tracée. On appelle en général lignes 
géodésiquesXe.s lignes qui jouissent de cette propriété. 

L’angle compris entre le rayon vecteur et la normale 
étant nul, il eu résulte encore, d’après le théorème du 
numéro précédent, que si une surface développable tou- 
che la surface donnée suivant une ligne géodésique, et 
qu'on rabatte la première surface, la ligne géodésique 
deviendra une ligne droite. 

137. Pour obtenir l’é(|uation de la courbe sous sa 
forme habituelle, faisons pour un moment 

X ,= dyd'^i — dzd'y, Y = dzd'‘x — d.rd^z 

Z =r djid' Y — dyd'^T, 

■ - ' t 

sans partieuliscr d’abord la variable indéjiendante ; on 
aura 

-Ydz-Zdr „ y.dx-Xdz „ Xdj-Ydx 
ds‘ ds' • ds' 

Si l’on appelle ps q, r, s , t les dérivées partielles de z des 

Vfilcut drs Variations. l8 
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<J<'Ux premiers ordres, lirees de l'équalioii u — o de 

la surfare donnée, p, q, — i seront proportionnels à 

du du du , . . / , > . • 

— , —5 — et la formule (a) pourra s errire 
dx dy dz ' * 

\dz —Zdr_ Zdx—y^dz _ Xdy — \ dx 

P ~ ~~ _ I 

Multiplions ri^spectivement par Xy Y, Z les numéra- 
leurs et les dénominateurs de tes trois fractions, la somme 
des numérateurs deviendra nulle ^ telle di's dénomina- 
teurs devra donc aussi s’évanouir, sans quoi chacune des 
fractions serait nulle, et l’on aurait constamment 

•r" -- o, r" = O, ï' = O, 

et, par suite (n“ I3>t), p = oo , ce qui n’est pas générale- 
meul possible. Il en résulte 

>r qX — 7.— a, 
ou 

p\dyd‘‘z — dzd'y) H- q [dzd'‘x — ilxd^z ) — {dxd-y — dyd‘x)=zo. 

Prenons mainlenant x pour variable indépendante, et 
introduisons les valeurs 


dz = pdx -t- qdy, 

d^z = rdx- -y •i.sdxd) idy' -t- qd' y ^ 
il viendra, après quelques réductions faciles h effectuer. 


dr < 

r -f- -yi- 

dx t 


étjualîon diflércnlielle du second ordre, laquelle, jointe à 
H = O, déterminera la ligne géodésique. 

Les lignes géodésiques tracées sur un ellipsoïde 
ontdespropriétésintéressantes dont nous ferons connaître 
quelques-unes, indiquées d’abord par M. .?nachiiu9t1ial. 

V • ■ ' 
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Soient (i, l>, c les trois demi-axes de l’ellipsoïde, son équa- 
tion sera 



et les équations ( 2 ), auxquelles doivent satisfaire les roor- 
donnés de la ligne géodésique, deviendront 


ou 




( 5 ) if) (?) 


(») 



t étant une variable auxiliaire. 

En appelant P la perpendiculaire abaissée du centre 
sur le plan tangent à l’ellipsoïde, et D le demi-diamètre 
parallèle à la tangente à la ligne géodésique, on a 



Cela posé, si l’on difïérentie deux fois de suite l’équa- 
tion de l’ellipsoïde, il viendra 


xx" rr" îz" r'= 

1 h 1 1 h- 1 = 

f) b‘ c‘ a‘‘ A' c’ 


o; 


substituant les valeurs(3), et ayantégardauxéquations(4), 
on en déilui i 



Les éijuations (3) élevées au carré et ajoutées donnent 
d’ailleurs 
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nant on trouve 


(5) 



ce qui fournit déjà nn moyen très-simple de calculer le 
rayon de courbure p de la ligne géodésique. Il en résulte 
en outre cette proposition : 

Les lignes géodésiques qui passent par un même point 
de l'ellipsoïde, ont dans ce point leurs rayons de cour- 
bure proportionnels aux carrés des demi- diamètres pa- 
rallèles à leurs tangentes. 

Ajoutons qu’on parvient facilement à intégrer une fois 
l’équation diflérentielle du second ordre de la ligne géo- 
désique, lorsque cette ligne est tracée sur un ellipsoïde. 
En elTet, si l’on dilférentie les deux é((uations (4), ü vient 
d'abord 


, ,tv _ 

pj 1/7 II' !>' c* ’ 

ïv tls ~~ «’ h' c’ 

P’ ! .vx' y y zi' \ 

“ “ Îî ' \ 7^ / ’ 


Multipliant la première équation par P’, la .v'comle par 
D’, et ajoutant, il vient 

f/P f/D 

1 = O, 

P D ’ 

et, en intégrant 

Pn = const. = C. 


C’est l’intégrale cherchée, ou l’équation diflérentielle du 
premier ordre de la ligne géodésique. Combinée avec 
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D- ' 

l’équation (5), — j elle donne 



et conduit au théorème suivant : 

Le long d'une même ligne géodésique tracée sur un 
ellipsoïde , la courbure varie proportionnellement au 
cube de la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent à l'ellipsoïde. 

Comme la perpendiculaire P dépend uniquement des 
coordonnées x, z du point que l’on considère, et nul- 
lement de la direction que la ligne géodésique a en ce 
point, l’équation (6) donne encore lieu à cet autre théo- 
rème : 

Un triangle étant formé par des lignes géodésiques 
sur la surface d’un ellipsoïiié, si l'on désigne par p,, f , 
p,y p',, ps, p’,, dans r ordre où ils se succèderit, les rayons 
de courbure de ces lignes aux sommets du triangle, les 
deux produits des rayons alternes ou non contigus se- 
ront égaux, c’est-à-dire, on aura 

♦ plflP3= p', 

• On sait que deux sections normales d'une surface quel- 
conque ont la même courbure lorsqu’elles font des angles 
égaux avec l’une ou l’autre des sections principales ou 
des sections auxquelles appartiennent la plus grande et la 
plus petite courbure; il résulte donc du théorème que 
nous venons d’énoncer, que si, dans le triangle formé sur 
la surface de l’ellipsoïde par trois lignes géodésiques, 
deux des angles sont partagés en deux parties égales par 
des sections principales, il en sera de même du troisième 
angle. 

Sur un ellipsoïde de révolution tous les méridiens sont 
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évidemment des lignes géodésiques; désignant par po le 
rayon de courbure d’un méridien, on aura donc, en vertu 
delà formule (6), 



et, par suite, 

P C' 

— = — 7 = const. ; 

pt 

ainsi, sur les ellipsoïdes de révolution, le rapport entre 
la courbure de la ligne, géodésique et la courbure du 
méridien reste le même pour tous les points d'une même 
ligne géodésique. ■ 

Cette propriété avait déjà été signalée par M. Guder- 
inann (Journal de'Crelle, t. XVII). 

139. Revenons maintenant à la question primitive de 
la ligne la plus courte sur une surface quelconque pour 
examiner les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
extrémités de la courbe. Désignons par Ç les coor- 

données de l’une ou de l’autre de ces extrémités, les 
termes aux limites de la variation de l’iïitcgrale proposée 
deviendront 

* 

/ i { V - l>, y - Q,/ - R, î') .Î.V -H P, o”5 -kQ,^« -i- R, J ï ; * 

'^1 ' 

I 

Ce seront en même temps les seuls termes qui restent de 
la variation de l'intégrale, quand on aura déterminé x, 
y, Z en fonction de i de manière à vérifier à la fois les 
équations ( 1 ) et les conditions u = o, x'^-+-Y'^-hz'‘ = t. 
Mais alors la courbe si’ra une ligne géodésique dont la 
longueur A, rc|)ré.seniée précisément par l’intégrale pro- 


= (l — c) ^ (a, A,) 4- . 
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posée, sera égale à s, — s,, en sorte que s, a, =a. On 
aura donc pour la variation de la longueur d’une ligue 
géodésique, 

3s = (i — c) Ss + c I -h y3vi -+- î'Jî), 

h, 

et, eu transposant, 

(7) . 3s = 1 4- H- 

'^1 

Cette expression disparaît d’elle-mème avec les variations 
^ri, chaque fois que les points extrêmes restent 
fixes. Mais si ces points sont mobiles, si l’on cherche. seu- 
lementla ligne la plus courte entre deux cou rhes données 
sur une surface, on aura pour chacune des extrémités la 
condition 

x' 3z -i- y 3n ~ 3>i — O. 

Or les variations ân, sont évidemment propor- 
tionnelles aux cosinus des angles de la tangente à la courbe 
limite; cette condition exige donc, que la ligne la plus 
courte rencontre sous un angle droit chacune des courbes 
limites. 


140. La forme ( 7 ) sous laquelle nous venons de mettre 
la variation de la longueurs d’une ligne géodésique con- 
duit à plusieurs conséquences remaïquablcs. Concevons* 
que la ligue s varie d’une manière quelcoiujue sans chan- 
ger de nature, c’est-à-dire sans cesser d'être une ligne r 
géodésique; appelons a l’arc décrit par Tune des extré- 
mités, nous aurons 



I 
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et l’équation (7) deviendra 

( f!x (fc, dy dn dz tlX, 

\di da ds da tls du 

Or, le cocflicient de io est le eosinus de l’angle sous le- 
<[uel se reneonlrent la ligue géodésique s et la courbe 
limite a, chacune d’elles étant prise dans la direction 
suivant laquelle l’are .5 ou -r est eoinplé. Kn désignant 
par 9 cet angle, on aura donc 



Pour simplifier davantage, désignons par&o, Uo les va- 
leurs de© et de u relatives au point initial, et réservons 
les notations sans indice ç, © pour la seconde extrémité 
de la courbe; nous aurons définilivement 

(8) às^cosfàT — cosyn^s-j. 

Le second terme l’os (po dao serait nul, si le point initial 
était fixe, ou seulement si la ligne géodésique s était nor- 
;nale à la courbe ■ 7 o décrite par ce point, puisque dans le 
premier cas d©» = o, dans le second cos©» = o. 

Si l’on avait en outre d.t = o, c’est-à-dire si la lon- 
gueur de la ligne s était invariable, l’équation ( 8 ) re- 
, duite à cos© = o exprimerait que la ligne s est aussi 
normale à la courbe <7 décrite par la seconde extrémité. 
Nous pouvons donc énoncer ces deux théorèmes dus à 
Gauss ( Disqiiisitiones generales circa superficies curvas) : 
Étant tracées sur une sutjàce courbe, à partir d’un 
meme point initial, une infinité de lignes géodésiques de 
même longueur, la courbe joignant leurs extrémités 
sera normale à chaeune. d elles. 
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On a donné quelquefois à eclle courbe le nom de 
cercle géodésique. 

Une courbe quelconque étant donnée sur une surface., 
si Fon conçoit une infinité de lignes géodésiques de 
même longueur parlant sou^ des angles droits des dif~ 
férents points de cette courbe, la ligne joignant leurs 
extrémités sera normale à chacune des lignes géodé- 
siques'. 

1 il. Pour seconde application de la formule (-8), cher- 
chons une courbe telle que le rapport des distances géo- 
désiques s, s' de chacuu de ses points à deux courbes 
données soit constant. 

La distance géodési(|ue d'un point à une courbe se me- 
sure suivant la ligne géodésicjue qui passant par le point 
est normale à la courbe. Soit cr l'arc de la courbe cher- 
chée, et désignons par ®, ç' les angles sous lesquels les 
lignes géodésiques s, s' coupent respectivement cette 
courbe. Puisque chacune des lignes .t, s' est supposée 
normale aux courbes données, sur lesquelles se meuvent 
leurs points de départ, on a cosço — O7 0055,0 = 0, et 
les variations de s, s' deviennent simplement 

Cela jjosé, riivpolhèse admise- 
s 

- = const, = r . . 


donne successivement 

s C.Ç = O , os — C 0 s = O , = c. 

0 .> 


On aura donc, en substituant les valeurs de ôs, d.v', 

CO s f 
COb y' 
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Ce qui exprime la propriété caractéristique de la courbe 
cherchée. 

Dans le cas particulier où la surface est un plan, où 
l’une des courbes données se réduit à un point et l’autre 
à une ligne droite, la courbe cherchée est une section 
conique dont l’excentricité est égale au rapport e. Ainsi 
dans toute s(îction couiqüe les cosinus des angles que fait 
la taugeute avec les distances du point de contact à l’un 
des foyers et à la directrice correspondante, sont dans un 
rapport constant, égal .à l’cxceutricilé e; d’où l’on déduit 
cette propriété connue relativement à la réfraction : 


Les rayons lumineux qui arrivent, parallèlement au 
grand axe, sur une ellipse dont l’indice de réfraction 

est égal à -, vont converger au foyer le plus éloigné, 

et les rayons lumineux qui arrivent, parallèlement à 
l’axe réel, sur une branche d' hyperbole dont l'indice de 


réfraction est ^ ^ divergent après la réfraction, comme 
^ » 

s’ils venaient du Joyer de l'autre branche. 

On trouve quelques' autres problèmes analogues sur 
les lignes géodésiques dans un Mémoire de M. Gilbert 
^Bulletin de F Académie royale de Belgique, 1860 ). 

1-42. Dans la théorie des surfaces courbes on peut aus§i 
tirer parti de l’équation ( 8 ), qui exprime une propriété 
générale des lignes géodésiques. TNous en donnerons un 
seul exemple, qui comporte également une application 
importantéà l’optique. 

Soient A, B deux surfaces données et cherchons une 
troisième surface X telle, que les normales a, s' abaissées 
d’un point quelcoiitjue P de celte surface sur-A et B aient 
entre clics un rappoi t constant h. 

(ioncevons que le point P sc déplace sur la surface X ' 
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suivant une courbe qiK.'lconque on aura toujours 
0.1 — coiifd'f, 0.5' = cosç' #( 7 , 

<p et 9' désignant, comme ci-dessus, les angles que les 
prolongements de s et s' forment avec l’are 7. f)e l’hypo- 
thèse admise 

,V ^ 

,v' 

on déduit d’ailleurs successivement 

s — I<i' TT O , S.1 -T- /■ 5.v' = O , - — — A ; 

OS 

substituant les valeurs de oa, < 3 s', on aura donc 


eos y' 

Ainsi les deux droites ,s, s' foraient avec une courbe 
quelconque <j , menée par le point P sur la surface X, 
des angles dont les cosinus sont entre eux dans le 
rapport constant A', d'où l’on conclut facilement que le 
plan de cés droites est normal à la surface X au'point P. 
Supposons que l’arc 7 soit pris dans ce même plan, les 
angles ly, 9' seront les compléments des angles que les 
droites j , s' font avec la normale à la surface X ; donc le 
rapport des sinus de ces derniers angles sera aussi constant 
et égal à A. Concevons maintenant que la surface X se 
trouve entre doux milieux de pouvoirs réfringents iné- 
gaux et tels que l’indice de réfraction entre ces deux mi- 
lieux soit A'; sis est un rayon incident, s' sera le rayon 
réfracté. On en conclura que si les rayons incidents sont 
normaux à la surface A, les rayons réfractés seront tous 
normaux .à la surface B. Cette même propriété appar- 
tiendra aux rayons réfléchis, polir lesquels on a A — — i. 
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Réciproquement, on pourrait se donner la surface ré- . 
fringente X avec l'une des surfaces directrices, par exem- 
ple celle qui coupe orthogoiialcment ou à angle droit tous 
les rayons incidcnls et que nous avons désignée par A. 
On trouverait alors la surface B, normale à tous les 

J 

rayons réfractés, pai- la condition - = A , en t;herchant 

l'enveloppe de toutes les sphères qui ont leurs centres sur 
la surface X, et dont les rayons sont proportionnels aux 
distances de leurs centres à la surface A, le rapport con- 
stant entre les rayons et les distances étant celui du sinus 
de réfraction au sinus d’incidence. Noos pouvons donc 
énoncer le théorème suivant, qui renferme toute la 
théorie des caustiques, développée successivement par 
-MM. Dupin, Quetelet, Gergonne, et autres ; 

Deux milieux homogènes étant séparés l'un de Vautre 
par une surface de nature quelconque, et des rayons de 
lumière pénétrant de V un de ces milieux dans l'autre, 
si les rayon.s incidents sont dirigés dans V espace de ma- 
nière à pouvoir être traversés ortliogonalement par une 
même surface, il en sera de même des rayons réfractés, 
et réciproquement : en outre, à chaque trajectoire ortho- 
gonale des rayons incidents répond toujours une surface 
trajectoire orthogonale des rayons réfractés, telle que 
les normales abaissées sur ces deux surfaces d'un point 
quelconque de la surface séparatrice des deux milieux 
seront respectivement entre elles dans le rapport con- 
stant du sinus (V incidence au sinus de réfraction. 

Problème XIII . 

143. Parmi toutes les lignes de même courbure con- 
stante qu'on peut mener entre deux points, quelle est la 
plus courte:’ 

Prenons l’arc s pour variahle indépendante, les eondi- 
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lions ilii problème seront 

J'(/x z= min. , x'" -i- -h z!’ =z i , 

x"- + z”’ = = const., 

P 

et la question reviendra à chercher le minimum absolu 
de riniégralc 

z” - .) 

+ -t- j ) I 

P étant constani et À, u. désignant deux fonctions indé - 
terminées de s. 

On a 


V= 1 

H- X (x” y‘ -4- _ 1 ) -f- « [ x"‘ -i-y'’ -h z"-‘ - > 



Pz:=ü, 

P, •= 2i.r’, 

P, =2,UX", 



Q = t>, 

Q, = 2À/, 

Q,z=2ft_r", 



R = 0, 

Ri= 2.Xz', 

R,= 2frz", 


et les 

équations géné 

raies de la 

courbe deviennent 



P, — = a, 

as 

flQ. 

, f/R, 

~ ’’ — ^77 ~ 


ou 






1 ?, >. x’ 

— "i u' x' — 

- 7.u.x‘" = a. 


(■) 

\ , , 
• 7.ky 
i 

— 7iLr" — 

- 7 . ti ) *"=&, 



i 


■ 2 ^z" = r, 



a, h, c étant des constantes arbitraires. A ces équations, 
il faut joindre les conditions primitives 

x'^ -h -h z'‘ = I , t, = const. 

L’élimination de X entre les deux dernières équa- 
tions (i) donne 

bz' — er' = 7. Il' ( r'z" — z'.) ") 2 u ( r' i’" — z'.i""], . 


•r. 
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cl, en liilégriml, 

' k ->r bt — O — y. a (r'z" — ‘ 

On trouve de meme, en éliminant /, soit entre la pre- 
mière et la troisième, soit entre les deux premières des 
équations (i), 

1 $ c.r — nz = 2 (i ( z'x" — x' z" ), 

C -L fir — b.c = 2 P {x'x" — > 'x" ) , 

A, H, C étant de nouvelles constantes arbitraires. Enfin, 
si l’on multiplie par.r', j', x', ou seulement par djc, dy, 
dz, les trois dernières équations, et qu’on les ajoute, // 
disparaît et il vient 

(2) (A -I- bz — cr)f/.x-|-(B -f- ex — nz)dr -t- (C — bx)dz — o, 

équation dillércntiellc qui, jointe à (0 = const., déter- 
mine la courbe cherchée. 

144. Ici se présente d’elle-nième la question de savoir 
s’il existe une relation primitive entre x, j, z qui satis- 
fasse généralement à réijuation dillérentielle (u), ou, en 
d’autres termes, si cette équation peut représenter une 
surface. Dans ce cas, la ligne cherchée serait une ligne 
de courbure constante tracée sur cette surface. Or, il est 
facile de s’assurer que l’équation ( 2 ) est intégrable sous la 
seule condition (pi’on ait 

•(. 3 ) «A -J- /)A-r-cC=:0, 

et qu’elle conduit alors à l’équation d’un plan. En’effet, 
si l’on regarde d’abord z comme constante, celte équa- 
tion, devenue 

• dx dy 

B -I- ex — az A -f- èz — cy 
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cloniie, par l’iiitégr.alioii, 

B -(- cj; — az 
'x + ïz — cy~'^'^^’’ 

ÿ(z) élant une fonction arbitraire de z. Pour déterminer 
celte fonction, différentiotis de nouveau en faisant va- 
rier toutes les variables X, J', 2 ; le résultat, eomparéà( 2 ), 
fournit la condition 

A« -(- B A -l- Ce (A -t- iz — = O, 

laquelle devant être identiquement vérifiée pour que l’é- 
quation ( 9 ) soit intégrable, se partage eu deux autres 

A n -f- -{- Ce = o, y'(i) = o. 

11 en résulte 

o(z) ~ const. 1 — m, 
et, par eonsé(|uent, 

B -t- r.r — az = m (A -1- bz — rr], 

équation d'un plan, comme nous l’avions annoncé. Lors- 
que les données du problème seront telles que la condi- 
tion (3) soit remplie, on en conclura que la ligne clierchée 
est une courbe plane de courbure constante, c’est-à-dire 
un art’ de cercle. 

115. Pour faciliter la roeberebe des équations aux 
limites, désignons par «, Ç', ^ les valeurs de 

X, r, 2 , x^, y, z' correspondantes à l’une ou à l’antre 
des extrémités de la courbe; les termes aux limites de la 
variatioii-dc l’inlégralc S deviendront 

S ■ 

I — ax' — hy — < z' — j S s 

-t- / \ a Si b Sri -f Cfîl; -H 7.a(.v"Si' -t- r" Sn' - 4 - z" Si') j. 

h, 
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Nous savons déjà (n" 182) que le coefficient de Jjdoit se 
léduire à nue constante; c’est ce qui résulte d’ailleurs 
des équations (i), car en les multipliant respectivement 
par z" et observant que 

,r"’ 4 - r"' 4- z"’ = — = const., 

P’ 

.r" x’" + r"y“ ■+■ z" î'" =0, 

on trouve 

-l£ = r,u"-h h" + 

0 ’ 

cl, OU inlëgiaiit, 

?. U 

nx - 1— h Y 4~ c?* 4 — — — / J 
o’ . 

h étant une constante arbitraire. Le terme en di se réduit 
donc à (i — — ou à (1 — k)SS, puisque la 
dill’érence — s, est égale à l’arc représenté précisément 
par l’intégrale S qu’il s’agit de rendre minimum. D’ail- 
leurs, lorsqu’on aura déterminé x, z en fonctions de s 
de manière à vérifier les éijuations indéfinies ( 1 ), la va- 
riation dS se composera uniquement des termes aux li- 
mites que nous venons d’écrire. On aura tipnc, en trans- 
posant, 

A SS^I J rtàÇ 4 - à 5>i 4- c'?î 4 - e fi (.r"J ?'4-_r"o7î'4- i') j. 

Lorsque les directions des deux tangentes extrêmes à la 
l ourbe ne sont paà données, en sorte que les valeurs li- 
mites de 1 y\ -sont assujetties à la seule condition 
.r'* 4 - 7 ^* -f- z” = I , dont on a déjà tenu compte au 
moyen du facteur indéterminé X, il est permis de regar- 
der les variations d>'. d>j', 5^' comme arbitraires et in- 
dépendantes les unes des autres, et d’égaler à zéro le 
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cocflieient de chacnnc d’elies, ce qui donne pour dia- 
cune des limites > 

U.r" = 0, lljr" = o, fiz" = O. 

Or x", y", z" ne peuvent pas être nuis à la fois, parce 
qu’on aurait alors aux deux limites - = o, valeur en gé- 
néral inadmissible à cause de la courbure constante im- 
{M)sée à priori à la courbe entière. On est donc forcé d’ad- 
mettre P = o pour chacune des limites. Par consé<|uent, 
si l’on appelle Xy, yi, Zy, Xj, yt, z, les coordonnées des 
deux points extrêmes, qui d’ailleurs peuvent être fixes 
ou variables, ou aura 

I A -t- 6z, — = o , A -H i*; — = o , 

( 4 ) ■ B -)- ex, — az,z= O, B -t- ex, — ai, = o , 

i C H- flji — èx, = 0 , C -h (tj'y — hxj-=:o. 

Multipliant respectivement par a, h, des trois équations 
soi|. du premier, soit du second système, il vient 

A a -f- B 6 -I- C c = O . 

Nous avons déjà fait remarquer que c’est la condition 
d’intégrabilité de l’équation ( 2 ), qui conduit alors à une 
relation linéaire entre Xyy, z. Il en résulte que la ligne 
cherchée est plane; celte ligne, qui a d’ailleurs une cour- 
bure constante, est donc un are de cercle. 

Les équations (4) donnent eu outre 

•*■3 ^ \ y-t -a -I 

a b c ’ 

I , ■ . 

ce qui exprime que la corde, ou la droite qui joint les 
extrémités de la courbe, fait avec les axes des x, y, z des 
angles dont les cosinus sont respecliveiuent proportion- 
nels à rt, h, c. 

Calcul des Variations . *0 
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146. Supposons inaintenaiil que l’on clicrelic la ligne 
lie courbure constante la plus courte entre deux surfaci?s 
données. Les directions des tangentes extrêmes, ou les 
valeurs limites de x',jr\ z' n’étant pas fixes, il résulte 
d’abord de la discussion qui précède que la courbe est 
un arc de cercle. Pour déterminer de plus près sa posi- 
tion, considérons une des surfaces limites représentée par 
l’équation 

f(^. ï) = o. 

d’où l’on tire, en prenant la variation, 


d{ ,n , i/f . 


Les termes aux limites fournissent d'ailleurs la condition 


a + b S t) c S C, — O . 

L’une de ces équations devant avoir lieu pour toutes les 
valeurs de drj, qui satisfont à l’autre, il faut que 
les coefficients soient proportionnels entre eux, ou que 
l’on ait 



abc 


Or, dans ces trois fractions les numérateurs sont propor- 
tionnels aux cosinus des ijnglcs que la normale à la surface 
fait avec les axes des x, y, et les dénominateurs aux 
cosinus des angles que fait avec les mêmes axes la droite 
menée entre les extrémités de la courbe. Cette droite, ou 
la corde de l’arc de Cercle, devra donc être normale à 
chacune des surfaces limites, de sorte qu’elle se confondra 
avec la plus courte distance entre ces surfaces. 
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Si le point limite (?, n, devait se trofiver sur uiiè 
courbe donnée, les variations lî^, ^ri, seraient" néecs- 
sairement proportionnelles aux cosinus des angles r[ue la 
tangente à cette courbe fait avec les axes des x, y, z, et 
l’équatiOn 

aS^ -h bSri -h c3^ — O 

prouverait alors que la corde doit être normale à la coui'be 
limite. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

O 

^uite de la recherche de courbes dans rcspaco.— Courbe de longueur don> 
née renfermant l’aire maxima sur une surface. —Courbe de longueur 
donnée circonscrivant une portion de surface telle que le volume qu'ellb 
recouvre est un maximum. — Courbe de longueur donnée, directrice 
d'un cylindre à aire maxima. — La bracbistochrone sur une surface. — 
La bracbistochrone dans un milieu résistant. — Position d’équilibre 
d'un fil sur une surface. 


Problème XIV . . ' 

A 

I47. Une courbe quelconque étant tracée sur une 
surface donnée, trouver sur la même surface une autre 
courbe de longueur déterminée qui renferme avec la 
première la plus grande aire possible. 

Soit M ^ O l’équation de la surface donnée, et p, q les 
dérivées partielles de z qu’on en déduit; l’aire qu’il faut 
rendre maximum aura pour expression 

// q' dydx. 

Puisque Z, p, q sont des fonetions connues de x, y, on 
pourra intégrer une fois par rapport h. y entre des limites 
convenables, c’est-à-dire depuis la valeur de y qui cor- 
respond à la courbe donnée jusqu’à la valeur dey relative 
à la courbe que l’on cherche, et l’on aura ainsi un certain 
résultat 

•> =S -i-p‘+ 

V étant une fonction connue des coordonnées x, y de la 
seconde courbe. 

Cela posé, l’expression de l’aire devient fvdx. Si l’on 
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prend l’arc s pour variable indépendante, les coordon-. 
nées Xy y, z de la courbe seront des fonctions inconnues 
de 5, liées entre elles par les équations 

x'’+y»-|-z'’= 1, it = o; 

et le problème reviendra à chercher le maximum de l’in- 
tégrale 

ji'x' -f-X (x'*+7'’ + *'* — l) -t- (xu|r/f, 

>1 

prise entre des limites dont la différence, s, — s,, est 
constante, X, p étant des fonctions indéterminées de s. 

En conservant les notations de la leçon précédente, on a 

V = «x' -f- X (x'> -H j'’ + z'y—\ } + li U = fjr', 
du dv 
dx dx 


P, = 2 A x' -h , 

Q, = 2 \y ' , 

R, = 2X1', 
et les équations indéânies deviennent 


„ du dv , 
« 


dv , du , , , . dv dv , dv , 

Tx^+^Tx-^^^-^^^=ds = Tx^-^Ty^ ' 

dv , du , 

_^+p__2X/-2Xr =0, 

d>z „ 

fl— 2 a' ï' — 2 A ï = O . 

a* 

Multipliées par x‘,j', z! et ajoutées, elles donnent d’a- 
bord 

2.X' — 0 , 2 X = c; 

on a d’ailleurs 

dv I 

x= VI 
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lus équations de lacourbc se ramènent pat coiiséqaeiit à 

. i- v'*i+;o’ + 


{■) 





du 

■ ex" = 


y -<r 


0, 


du 



x' -t- 


cf = 

0 . 


du 




>^Tz~ 

cz" = 

0. 


Soient /, m, n les cosinus des angles de la droite L, qui 
serait à la fois tangente à la surface et normale à la courbe, 
au point x,y, z\ on aura évidemment ^ 


du du du 


et les trois équations précédentes, multipliées respeelive- 
ment par /, m, n donneront 


(2) \j\ — /y ) = c OT/'-h //z"). 

Or, la droite L, la tangente T à la courbe et la norinale J\ 
à la surface étant perpendiculaires entre elles, et faisant 
avec les axes des x,y, z des angles dont les cosinus sont 
respectivement , 

/ , w , // ,' 

, y', z'. 

V t ‘ 


v' 1 -t- + y v' I -H/.’ 4- 


V'i 




si l’on prend L dans une direction telle que la b'uccession 
des droites L, T, N soit directe, on aura 


[mx' — ly) \j l -k- + q‘ — l\ 

En se rapjMîlant d’ailleurs que px", py", représen- 
tent les CHisinus des angles que le ravon p du cercle .oscii- 
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lateur de la courbe fait avec les axes des coordonnées, ce 
rayon étant compté de la courbe vers le centre, et en 
désignant par 6 l’angle aigu compris entre le rayon p et la 
normale à la surface, on verra le second membre de l’équa- 
tion ( 2 ) se réduire à ± - sinS, le signe supérieur ou in- 
férieur ayant lieu suivant que p fait un angle aigu ou 
obtus avec la droite L. L’équation dont il s’agit pourra 
donc s’écrire 

■ csinS sia 6 

I = ± 5 ou = const. 

P P 

Concevons une surface développable S tangente à la 
surface donnée suivant la courbe en question f ; si la sur- 
face 2 vient à être redressée ou développée sur un plan, la 
courbe s se transformera en une courbe plane dont la cour- 
bure est précisément (n“ 13o). Cette expression étant 
P 

constante, la transformée de la courbe, qui sous un péri- 
mètre donné circonscrit l’aire maxima, sera un arc de 
cercle. 

1^48. Cherchons maintenant les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les extrémités de la courbe. La courbe 
que l’on cherche devant aboutir à la courbe donnée , 
la fonction v* s’évanouit aux deux limites. Donc si l’on 
appelle indistinctement y;, Ç les coordonnées de l’un 
ou de l’autre des points extrêmes, les termes aux limites 
de la variation de l’intégrale seront 

r ;(-P,y — Q,y-R,3')^A-l-P,5£ -f-Q,^l,-|-R,^ïj. 

'A. 

Le terme en df, ramené .à — c(J(a, — a,), disparait avec 
la variation d (a, — a, ) qui est nulle, la différence a, — a,, 
ou la longueur de l’arc, étant constante; et, en substituant 
les valeurs de I*,, i^, , IL, on verra les autres termes .se 
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réduire à 

c. I ( jr' + y ^71 -H z' ÆiJ) . 

Celle expression est idenliquemenl nulle lorsque les 
}K>ints extrêmes de la courbe sont fixes; mais en admettant 
({ue ces points puissent se déplacer le long de la courbe 
donnée, on aura pour chacune des limites la condition 

+ y J» + z’ ôç = O , 

exprimant, comme il est facile de le reconnaiirc, que les 
derniers éléments de la ligne cherchée doivent être nor- 
maux à cette courbe. 

Parmi toutes les lignes de longueur donnée tracées sur 
la surface d’une sphère, celle qui renferme avec une 
courbe donnée la plus grande aire possible, est donc un 
arc de cercle, normal à celte courbe à ses deux extré- 
mités. Si la seconde courbe est elle-même un grand 
'•cercle, la ligne demandée sera'une demi-cîrcenfércnce. 

Problème XV. 

1 il). Une courbe étant donnée sur une surface quel- 
conque, trouver sur la même surface une autre courbe 
de longueur donnée, et telle que la portion de la sur- 
face circonscrite par les deux courbes recouvre le plus 
grand volume possible. 

Soit U =o l’équation de la surface donnée, et considé- 
rons la portion de celle surface circonscrite parles deux 
courbes en question. Le volume du cylindre compris 
entre cette portion de surface et sa projection orthogo- 
nale sur le plan xy s’exprime par l’intégrale double 
f f zdydx, dans laquelle, ep vertu de l’équation k = o, 
Z est une fonction connue de x, y. Admettons qu’on 
intègre d’abord par rapport è j', en regardant a: comme 
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■ coiistalilf, et posons ' ' j 

v = /zdjr, 

l’intégrale étant prise entre les valeurs de_^ correspon- 
dantes aux deux courbes, v sera une certaine fonction des 
coordonnées x, y de la courbe cherchée, et l’expression 
du volume deviendra fvdx, ou Jvx’ds, en prenant' 
l’arc s pour variable indcpeudante. Cela posé, le problème 
reviendra à chercher le maximum de l’intégrale 

I vx' + \ ( — 1 ) -H P M j 

> 

la didérence des limites étant constante, et ^ 

représentant deux fonctions indéterminées de s. 

On trouve d’abord, comme dans le problème précé- 
dent, les équations indéfinies 



=lïs' 

1 dv du 

2V" = o, 

F du 

I ti—, aX'z' — 2\z" —O. 

\ dz 


Multipliant par x',y', z' et observant que 

dv , 


un cil tire 


dv d* 

— —X' 


ds dx dy~^ ’ 

?.X' = 0 , l\ = c\ 


on a d’ailleurs 


2y8 CALCUL DES VARIAXIUAS. 

les équations (i) deviemienl par conséquent 


/ // 


(2) 


Lr 4- U cy = O, 

dy 
du 
Tz' 


Multipliées respectivement par les cosinus /, m, n de la 
drùile L qui serait à la fois tangente à la surface et nor- 
male à la courbe, elles donnent 


Z ( mx' — ly') = c {Ix" my" 4- nz" ). 


En appelant p, q les dérivées partielles de z, tirées de 
l’équation de la surface u = o , et 0 l’angle aigu compris 
entre le rayon dc.courbure p de la courbe cherchée et la 
normale à la surface, il est facile de voir, comme dans le 
Problème XIV, que 

Dix' — ly' = - — ' — , Ix" 4 - my" -(- nz" = dt • 

La ligne cherchée sera donc caractéfisée par l’équation 


Z sinfr 

V « -H/''' -t- '/’ P 

ou 

C. Z 

-r — • ■ = cunst. 

Sin e y/ , 

Lorsque les points extrêmes de cette ligne ne sont pas 
lixes, mais seulement assujettis à rester sur la courbe 
donnée, l’équation 

x'S^ +ySn +z'3l = o, 


rmirnic par les lcrines aux limites de la variation de l’in- 
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tcgrale, uous appreud que les deux courbes doivent se 
coup<“r sous uu augle.droit. 

Problème X\I. 

150. Étant donnés deux plans parallèles et un point 
A dans l’un d'eux, on se propose de mener de ce point 
à r autre plan une ligne de longueur donnée, telle que 
l'aire de la surface cylindrique ayant cette ligne pour 
directrice, et pour génératrices des perpendiculaires 
terminées aux deux plans, soit maximum. 

Prenons le plan renfermant le point donné pour plan 
des xy, et pour axe des z la perpendiculaire élevée au 
point A : soit A fa distance des deux plans ou l’ordonnée 
de l’extrémité B delà ligne cliercbée AB. Puisque la hau- 
teur h de la surface cylindrique est constante, l’aire de 
cette surface aura pour expression hf \j dx' dy‘‘ -, si 
Ion prend l’arc s pour variable indépendante, il s’agira 
donc de trouver le ‘maximum absolu de l’intégrale 

Ç 5 H- x"' -+- (■*'■ + z'' — > ) ( di' * 

Js, 

À étant une -fonction indéterminée de s. 

Ce problème présente une particularité à laquelle il 
faut bien faire attention pour ne pas introtluire des 
Equations inutiles et étrangères à la question. Kn ell'et, 
.r.' et y' n’entrent dans le problème que par la combi- 
naison x'*-\-y'*. En sorte qu’elles ne constituent eÜ'ec- 
livement qu’une seule fonction à déterminer; rien dans 
les données du problème ne les distinguant l’une de 
l’autre, elles ne doivent donc pas être non plus séparées 
dans le calcul > La conséquence est qu’il est inutile 
et même illicite de faire varier séparément x' et y' : 
inutile parce (jue les ('o'ixlilions du problème ne le de- 
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mandent pas, illicite parce qu'en établissant une variabi- 
lité hors de propos, on pourrait faire perdre à la vraie 
.solution du problème son caractère de maximum. 

En appelant a la projection de l’arc s sur le plan jcy, 
on aura 


tia= ^dx' -H rfy ’ , on tj' = 
et l'intégrale qu’il faut rendre maximum deviendra 


r 




Au lieu de a elle ne renferme plus que deux fonc- 

tions, ( 7 , Z à déterminer, ainsi que cela doit être. 

La condition de maximum fournit les équations gé- 
nérales 


(') 


1 -h 2 la —n, 
2 X ï' = b , 


a el h étant deux constantes arbitraires, et, pour la' se- 
conde limite de la courbe restée indéterminée, l’équation 
particulière 


( 2 ) 


/'■ 


( I -i-aXff') = O.- 


Celle-ci donne a = o, et par suite . ■ ‘ 

2\a' = — 1 , 

'■ 2\z' = b, 

d’où l'on lire 

z' 

~-\-b=.o, dz-^bda — o, 

^ t 

et en intégrant 

ï -t- 6(7 c = O. 

Si l’on compte l’arc o à partir du point A, a devra s’éva- 
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nouir en même temps que z, la constante c sera nulle, et 
l’on aura simplement 

Z + b a — O. 

Telle est l’équation de la ligne cherchée. Elle exprime 
que si l’on développe la surface cylindrique sur laquelle 
la courbe est tracée, celle-ci se transformera en une droite ; 
la ligne cherchée est donc une hélice. Quant à sa projec- 
tion sur le plan xy ou à la forme de la surface cylindrique, 
elle reste indéterminée, ainsi que cela doit être. 

Si l’extrémité B était fixée, aussi bien que le point ini- 
tial A, rien ne serait changé au calcul précédent; la ligne 
serait donc encore dans ce cas une hélice. 

M. Vieille a fait remarquer (Cours cü Analyse et de 
Mécanique rationnelle, Paris, i85i) que dans le second 
cas, ou lorsque les points A, B sont fixes, le calcul des 
variations ije donne plus celte solution, quand on fait va- 
rier séparément les coordonnées x et y, et il en attribue 
la cause à un défaut de la règle d’Euler pour les maxi- 
ma relatifs. Il nous semble cependant qu’il n’y a point là 
d’anomalie, et que si le maximum n’est plus indiqué par 
le calcul, c’est parce qu’il cesse véritablement d’avoir 
lien, du moins dans le sens analytique, aucune relation 
déterminée entre x el y n’ayant, plutôt qu’une autre, le 
vrai caractère de maximum. 

/ 4 

Problème XVII. 

* 151. Trouver la courbe de plus vite descente sur une 
surface donnée. 

Considérons un point matériel assujetti à rester sur 
une surface donnée et sollicitée par des forces quelcon- 
ques. Soit R la résultante de ces forces, X, Y, Z les com- 
posantes de R suivant les axes des coordonnées et la vi- 
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et par suite 


<h _ tl.T 

(U ~ ^ ds 


,ty 

ds 



V fA> = Xrfx -f- Y rf/ + Z dz. 


l-cs forces X, Y, Z seront en général des fonctions des 
coordonnées x, jr, z du mobile ; admettons que par la na- 
ture de ces forces X dx -f- Y dy -y-'ùdz soit une difTércn- 
tielle exacte, l'équation précédente pourra s’intégrer im- 
médiatement, et conduira à un résultat delà forme 


''’ = 2/( Xrf.r-)-Ye/r-l- Zrf2)=f(.r, jr,z)— F(x„j,, z,) + c'-, 

■*1, J'i, 2 , étant les coordonnées du point de départ, pour 
lequel nous supposons la vitesse donnée et égale à c. ■ 
Dans l’hypothèse que nous venons d’admettre sur la 
nature des forccs<[ui agissent sur le point mobile, la \i- 
tessc e sera donc fonction des seules coordonnées .r, y-, z 
du point occupé actuellement par le mobile, et ne dépen- 
dra nullement du chemin qu’il a pu suivre pour y arriver. 

Le temps, exprimé' par l’intégrale ^ > pendant lequel 

le mobile descend d’un point A à un autre point B, sera, 
au contraire, dilférent selon les dilfércnts chemins qu’on 
l’oblige de prendre, et il sera minimum pour un certain 
chemin ou trajectoire qu’il s’agit de déterminer. Cela 
posé, si T'on prend l’arc s pour variable indépendante, et 
qu’on’ représente par u o l’équation de la surface don- 
née, les conditions du'problèmc seront 

f — = min., x'' -h ■> '’ i , ji — o, 

V ■ ■ 

et la(|ueslIon reviendra à chercher le tuinimtim absolu de 
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1- Xfx'’ + r'' z'^ — t) + ii« ils, ' 

V ■ \ 


fji étant des fonctions indéterminées de s. 

On a 

V = - -I- A (,r'» + > '’ I ) + U « = - , 


„ I r/i’ (lu 

p = h« — . 

r’ dx ‘ dx 

I di’ du 


dr 


„ I dr du 

R = [- U — , 

o’ dz ^ dz 


1 >, = ?.Àx', 

Q, î= 2 A.) ', 

R, = 2Àz', 


et les équations indéfinies deviennent 


1 di> du ,, , , „ 

; 3 ^ ^ » 

dx 


dx 


(0 




I dr 


du 


1~ y^—, 2 A' Z — 2AZ =ro. 

v’ dz 'A» 


dz 


3o.'î 


Multipliées respertivcment par oé ^ y' . s' et ajoutées, « lies 
donnent 


dont l’intégrale est 


— + 2 A = O , 


- — 2 .). = X. 


En examinant les termes aux limite.s, on verrait que la 
constante k est nécessairement nulle, en sorte qu’on a 
simplement 


2^ = 
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Concevons que par le point x, y, z on mène dans le 
plan tangent à la surface une droite L normale à la courbe 
cherchée et faisant un angle aigug> avec le rayon de cour- 
bure P de cette courbe; désignons par /, m, n les co- 
sinus des angles que cette droite L fait avec les axes des 
x,y, z; nous trouverons, en multipliant respectivement 
par /, ni, n les équations (i), et ajoutant, 



th 

l- — h- w 
dx 



dv\ aX 

n I cosep = O. 

dz) P 


Mettons pour aX la valeur (jue nous venons de trouver, et 
rappelons-nous que 




I* 

(/z 


= z. 


il viendra 


(a) -Î^(/X -+-wiY -4-«Z)-(- — cosip = Oi 

Enfin, si l’on appelle l’angle compris entre la résul- 
tante R et la droite L, cette équation s’écrira plus simple- 
ment 

COS y =: RcOSx|/. 

P 

Or, oh sait que la force centrifuge est égale à - et que sa 

direction est opposée à celle du rayon de courbure p. 
Ainsi le premier membre représente la force centrifuge 
estimée suivant la droite L, tandis que le second membre 
exprime la force R estimée suivant la même direction. 
Ces deux composantes étant égales, on en conclura que 
la pression exercée dans la direction latérale L par le 
mobile sur sa trajectoire, lorsque celte trajectoire est une 
brachîstorhrone, est le double de celle qui aurait lieu en 
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venu de la seule force R, si la vitesse e était nulle, c’est- 
à-dire si le point matériel était en repos; on d'auîres" ' 
termes ; la force centrifuge vient ajouter aux forces 
réelles de manière à produire une prèision latéralç 
double. C’est la propriété la plus générale de la ligne’ de 
j)lus vite descente sur une surface queleonqne. , 

152. Dans le cas particulier où le mobile est soumis à 
la seule action de la pesanteur, on a, en faisant coïn- 
cider l’axe des z avec la direction de la pesanteur, et en 
désignant par g l’accélération dans la chute libre, 

X = o, Y=o, 7. — g, . . ' 

=^fgdi = ig[z - h)-, 

l’équation (a) devient alors 

2 f Z — h) cos (p 

— ’ 

Si l’on prolonge la droite L, qui est à la fois tangente 
à la surface et normale à la courbe, jusqu’à ce qu’elle 
rencontre un certain plan horizontal dont l’équation est 
Z = A,.et qui passerait par le point de départ du mobile 
si la vitesse initiale était nulle, cette droite ou normale 

aura pour expression ^ ; la dernière équation ex- 

prime donc que le rayon de courbuie de la braebisto- 
chrone est le double de la projection de la normale ainsi 
déterminée sur le plan osculateur de la courbe. . 

153. Revenons au cas général, où les forces X, Y, Z 
sont assujetties à la seule condition que X Ac-t- Y dj -hZ,dz 
soit une diflTérentielle exacte, et supposons que le mobile 
soit entièrement libre, en sorte que le chemin (ju’on lui 
fait suivre puisse être choisi parmi toutes les courbes dans 
l’espace menées entre les mômes points extrêmes, la con- 
dition u = o u’ ayant plus lieu, In facteur usera 'nul; on 
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aura d’ailleurs, comme auparavant, 


\ > '• 




'^^fc's éi^u^mns (i| devleudront, par 
rX-o" * 


coiiséq lient, 


v x' 4- P.r = O, 

e/.r 


(3) 


— (''/ + <’/' = O, 


dv 
1 ^ 

^ls_,/z'4.w" = o. 
dz 


K:.y 


En désignant, ppur un moment, par a, y les angles 
que la normale au plan ôsculaleur de la courbe fait avec 
les axes des x, y, z, et multipliant respectivement par 
V cos a, cos P, cosy ces dernières^équations, on trouve 

dv dv dv 

— cosa + -r COS B 4- cosv = o, 
dx dy dz ' 


OU 


Xcosa 4-ycosp4-ZcoS7 = o; 


Ibt l’on en conclura que la résultante R est perpendicu- 
laire à la direction déterminée par les angles a, (i, y, 
c’est-à-dire que le plan osculatcur de la courbe contient 
la résultante. 

D’ailleurs, si l’on appelle u l’angle compris entre 1? 
résultante R et lé rayon de courbure p, les mêmes équa- 
tions (3), multipliées respectivement par x", y", z", don- 
nent 


(4) 


= R costt 

P 


et l’on en conclut : i” que l’angle w est >90", en sorte 
que le rayon de courbure p est directement opposé à la 
projection de la résultante sur le plan norm.al à la courbe; 
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u” que la pression totale exercée par le mobile sur sa tra- 
jectoire est double de celle qui aurait lieu si la vitesse 
était nulle. 

' 154. Considérons maintenant le cas plus particulier 
où le mobile est sollicité par une seule force centrale. En 
prenant le centre de la force pour origine deé coordon- 
nées, on a 

«/e a: 

V— z= X= R - J 

dx r 

dv Y 

^--=Y=R^, 

dy r 

't'’ ™ „ 2 

n — = Z = R — > 

dz r 

r étant le rayon vecteur ou la distance du mobile au 
centre; et les équations (3) deviennent 


R j: 


!>' x’ VX" = O, ' 


vr 


Kz 


— i>’ z' -t- vz" = O . 


En éliminant R entre les deux dernières, on trouve 


— f' (r*' — 2/') + — zy ") = o ; 

on obtiendra des résultats analogues, en éliminant R 
entre la première et la troisième ou entre les deux pre- 
mières équalions, et l’on aura ensuite, en intégrant, 

rz' ^ zy' =av, 
zx' — xz' = bv, 

.ry* — yx' zxz cv , 

a, i, c étant des constantes arbitraires. Ces trois équa- 

^ 20 . 
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lions multipliées respectivement par x,,jr, z donnent 

ax -{- by cz = O, 

équation d'un plan passant par le centre. Il çn résulte que 
la ligne de plus vite descente est une courbe plane; elle 
est d’ailleurs caractérisée par l’équation (4). 

Lorsque le point niobile est sollicité uniquement par la 
pesanteur, on a 

R=/?. b)i 

l’équation (4), devenue 

p = — 2(1 — /i) séc w , 

exprime alors que le rayon de courbure est le double de 
la normale prolongée jusqu’à la rencontre du plan z=.h, 
propriété bien connue de la cycloïde. 


Problème XVIIl. 


15S. Trouver la courbe de pluf vite descente dans un 
milieu résistant homogène. 

Nous admettons comme évident que la courbe doit être 
comprise dans un plan vertical, et nous désignons les 
coordonnées d’un point quelconque de la courbe par x, jy, 
en faisant coïncider l’axe des y avec la direction de la 
pesanteur; nous prenons d’ailleurs, comme auparavant, 
l’arc s pour variable indépendante. Cela posé, soit v la 
vitesse, g l’accélération dans la chute libre, tf (i') la ré- 
sistance, qui doit être une certaine fonction de la vitesse; 
l’équation du mouvement sera 


(II’ dv ds 


et le temps aura pour expression 



En regardant x. 
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_> , connue trois fonctions de s qu'il s’agit de déterminer, 
on aura donc entre ces fonctions les deux relations 

1 , .•p'4-t(p) — gr' = o. 

et le problème reviendra à chercher le minimum absolu 
de l’intégrale ■ ' 

jT I ^ >) + ?(►') — gr'] I 

Si dans les formules générales du n" 13i on remplace 
Z par t', on aura, 

V = ^ -t- X — i)+ (f(c) — gy'] = 

P=o, Q=o, R= — + 

P, = 2Xjt', Q, = 2X/'— (ig, R,= (xc, 

et la règle de minimum conduira aux équations 

2X'æ'+ 2Xjt"= O, 

— gfi'-t- aX'j' + aXj" = O, 

_ Z — p,f'(p) = 0. 

Multipliant les deux premières par x' , j’et substituant à 
g Y* sa valeur ee'+ <f (e), il vient 

2À' — -(- ç(r)] = O. 

La troisième équation multipliée par i'' se transforme, en 
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rclraïu'hant celle-ci de la précédente, on trouve •. 


O = aX'— fi'<p(r) — fl 


~ ds ds 


rff (r) 


fis 

d 




ds 


(0 


ds 


ot, en intégrant, 


aX — fi(f{r) — - = lt. 


La considération des termes aux limites de la variation 
de l’intégrale proposée fera voir que la constante k est 
néc-essairenient nulle, en sorte que cette équation devient 
simplement 


aX — fi?(r) — - = o. 


On trouve d’ailleurs, en intégrant les deux premières 
équations (i), 

I n\x' =. a, 

— ^fi-t- aXj^' = 


a, b étant deux constantes arbitraires. Ajoutant les deux 
relations primitives 


( 4 ) 


çv' + f[i') — gy = o, 

= I, 


nous aurons cinq équations (a), (3 ), (4) entre lesquelles ‘ 
nous pourrons éliminer les quatre inconnues X, p, 

Ce calcul effectué donne 




= rt’i'’ 


iT'y ((’) -I- y(c)’ , ’ 
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équation qui déterminera v en fonction de s, aussitôt que 
la forme de la fonction. (t>) ou la loi de la résistance sera 
connue. Reportant la valeur de t' ainsi obtenue dans l’é- 
quation 

tv' — gj-‘ =o, 

on en déduira ensuite une équation entre et s qui sera 
l’équation de la courbe cherchée. . . 

1S6. "Lorsque la résistance ç(i') est nulle, les deux 
dernières formules sc réduisent à 

* . 

I ,H>—gy = o, 

dont la seconde s’intégre immédiatement et donne 

•'“ = 2g(7— r). 

Substituant dans la première équation la valeur de 
fournie par la seconde, on trouve d’ailleurs 

enfin, quand on élimine f'* entre celte équation et la pré- 
cédente, il vient 




•fi 


Ÿt - / 


ds 


= ±sjl—7.a' g{x—c), 


d’où l’on lire successivement 


^ = ±\jia^g{y—c), 


. . ! ( r — c) 

rfx = ± rfr l / S-hL , 

V I — 2a'ÿ(/— c) , 

résultat dans lequel il est facile de reconnaître l’équation 
différentielle de la cycloïde. 

S 

157. Cherchons maintenant quelles sont, dâns-lecas 
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général, les éi|uatioiis aux limites auxquelles üoivent sa- 
tisfaire les extrémités i!ç la fourbe, lin désignant par 
r;, V les valeurs de x, j', v a-orrespondanles à t’une ou à 
l’autre des extrémités, on verra les termes aux limites de 
la variation de l'intégrale se réduire à 

— ^ 5 ( r, — Al ) -+- 

La variation de l’arc Aj — a, étant arbitraire, ces termes 
éjtalés à zéro fournissent d’abord la condition A = o, déjà 
admise par anticipation. 

Ayant tenu conipte, au moyen du facteur de la re- 
lation qui existe en un point quelconque entre la vitesse v 
et les coordonnées x, y, nous sommes dès à présent au- 
torisé à regarder la variation dv comme arbitraire et in- 
dépendante des variations dj, or,. Donc, si l’on suppose 
que la vitesse soit donnée, au point de départ A, mais 
qu’elle ne le soit pas au point d’arrivée 15, on devra 
rendre nul le coeflicient (z de dv à la seconde limite; dès 
lors les équations (3), donnant pour cette même limite 



montrent qu'au point B la tangente à la brachistoebronc 
fait avec les axes des coordonnées des angles dont les 
cosinus sont dans le rapport de « à è. 

Lorsque les points extrêmes A, B ne sont pas fixes, 
mais seulement assujettis à rester sur deux courbes don- 
nées, l’équation 

a lîÇ i-(- à ôi) =3 O , ■ ' 

qui doit subsister aux deux limites, montre que la tan- 
gente .à chacune des courbes limites aux points A, B est 


(rto5 + Ad» -t- uv^ï). 
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normale à la direclion déleriiiinée par dos cosinus pro- 
portionnels S) a, b. 

On en conclura sans peine que si l’on cherche entre 
deux courbes données la ligne de plus vite descente dans 
un milieu homogène, résistant suivant une loi quelcon- 
que, ces deux courbes doivent avoir leurs tangentes paral- 
lèles aux points de départ et d’arrivée du mobile, et que 
le mobile doit rencontrer la seconde courbe sous un an- 
gle droit, quelle que soit d’ailleurs sa vitesse initiale. 

Ce résultat est identique avec celui que nous avions déjà 
trouvé pour la brachistoebrone dans le vide (Pfobl. Vil). 

Problème XIX. 

158. Trower la position que doit prendre un Jil 
Jléxible et inextensible sur une surface donnée, pour 
que Sun centre de gravité soit le plus bas possible. — 
On sait que dans cette position le Cl sera en équilibre. 

Supposons que l’axe des z coïncide avec la direction 
de la pesanteur, l’ordonnée verticale du ct'iitre de gravité 
du fil sera 

fzds 

7 ^' 

C’est l’expression qu’il faut rendre maximum sous la, 
condition que fds ou la longueur du fil reste constante, 
et que les coordonnées x, j, z satisfassent d’ailleurs à 
l'équation de la surface donnée, u = o, ainsi qu’à la 
relation .r'* + j'* + z'* =, i . Le problème revient donc à 
ebereber le maximum absolu de l’intégrale 

-H .r’’ + a'* — 

la différence s, — s, des limites, ou la longueur de la 
courbe, étant constante, et À, p désignant deux fonctions 
indéterminées de s. 
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V = 3 4- A jr'^ ■+■ — i) + fia, 

du ^ du „ du 

P, = 2ix', Qi= R|=2 Xz', 

et les équations iiuléfinies deviennent 


*•** I s r f *. // 

P — — 2 À x' — a À X =r O, 


/ 'fl— aX'r' — 2*r"'=o, 

I -/ / ^ « 

I l4-p-j r 1t. Z — 2AZ = 0. 


Multipliées par x', j', elles donnent 

z' 2À'=0, 2.x = 3— C. 

Soient /, w, /i les cosinus de^ angles de la' droite L qui 
tangente à la fois à la surface et normale à la courbeferait 
un angle aigu avec le rayon de courbure js ; si l’on multi- 
plie respectivement par /, m, n les mêmes équations (i), 
il vient 

n — aX ( /j?" -+• mj" 4- a:") = U, 

on bien 

(z — c) . ■ - 

P = sin 9, ' ■ 

n 

9 étant l’angle aigu compris entre le rayon de courbure p 
du fil et la normale à la surface. Pour interpréter cette for- 

* Sr - C 

mule, nous ferons observer que — — est la normale à la 

courbe menée dans le plan tangent à la surface et pro- 
longée jusqu’à un certain plan horizontal dont l'équation 
est Z = c, Donc le rayon de courbure p est égal à la 
projection de la normale ainsi déterminée sur le plan 
osculatcur de la courbe, [iropriété analogue à celle de 
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la cliaincUe. Si l’on appelle L la longueur de la normale 
dont il s'agit, il viendra 

^ = sin0; 

on a d'ailleurs, d’après le théorème de Meunier, 

O 

— = cos 9, 

P» 

'jpo étant le rayon de courbure de la section normale pas- 
sant par la tangente à la courbe. Il en résulte 

' tang 0 = ^ , 

L po 

formules qui serviront à calculer la grandeur et la direc- 
tion du, rayon de courbure p, lorsque la direction de la 
tangente sera donnée. 

159. En appelant r,, Ç les coordonnées de l’une ou 
de l’autre des extrémités du Cl, on verra les termes aux 
limites de la variation de l’intégrale proposée se réduire à 

— -ïi)-*-/ — c) (x'SÇ -h j''Sn -h I 

La dilFérence fj — s,, ou la longueur de la coprbe, étant 
constante, le terme ed(5, — J,) est identiquement nul; 
quant aux autres termes, ils fournissent pour chaeùne 
des limites la condition 

exprimant que si les points extrêmes du fil, au lieud’êlre 
fixes, jieuvent glisser le long de deux courbes données, le 
fil se placera de manière à avoir ses extrémités normales i 
h ces courbes limites. 
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TREIZIÈME LEÇON. 

Applications! à des» intégrales doaldes. Maximum ou minimum de 
l'intégrale f / — ipry>^dxdx. — Maximum ou minimum de * 
f S — Maximum ou minimum dey“/(« ~~px — qx)dxdXf 
l’intégrale f f dydx étant constante. — Surface à aire minimum . 

— Surface dont le contre de gravité est le plus bas possible. — Surface 
renfermant un volume donné et dont le centre de gravité est le plus 
bas possible. — Surface à aire minimum recouvrant un volume donné. 


160. Dans cette nouvelle leçon nous avons à donner 
quelques exemples de la recherche des maxima et.minima 
des intégrales doubles. Les règles et formules générales 
relatives à ce cas ayant été exposées avec détail dans la 
VIP leçon., nous n’avons pas à y revenir, d’autant plus 

que nous conserverons avec soin les notations adoptées. 

/ 

Problème XX. 

Trouver une surface telle, que. Ttntègrale 

Y’-''*. I , ■ . 

I ir^dydx 

• ^ 

soit maximum ou minimum, v étant la portion de l'axe 
des Z comprise entre l'origine et le plan tangent à la 
surface au point X, y, Z. ' 

On a, ,' 

' v — Z — px — )/ y, V I’"' = (i — px — r/y r, 

N = H/i’.'" P =r -L Q ~ — 
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l'équation indéfinie N — ^ = o devient par con- 

séquent 


\m — i 


dv 


ds> 




) = o, 


— I — étant les dérivées partielles de r* considéré comme 

a.r (ly * 

fonction immédiate dex,y. Cette équation est satisfaite, 
1° si l’on fait e = o, valeur qiii rendrait l’intégrale nulle 
et donnerait pour solution une surface conique ayant son 
centre à l’origine des coordonnées; a” si l’on fait 


(>) 


dv 


dv 




nous ne nous occuperons que de cette seconde solution. 

L’équation (i) aux dérivées partielles du premier ordre 
par rapport à i> s’intégre facilement par la méthodes ordi- 
naire et donne ' • 

OU , / ' 


: px -I- f//, 


F étant une fonction arbitraire. C’est encore une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre relativement 
à z; en l’intégrant, et faisant, pour abréger, 
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Telle est rinlégralc générale de l'équation (i). Klle repré- 
sente une infinité de surfaces distinctes, suivant les formes 
assignées aux fonctions arbitraires ^ et 

161. Lorsque les limites de l'intégrale sont fixes, ainsi 
que les valeurs correspondantes de z, ou lorsque la sur- 
face doit être circonscrite par un contour douné, la règle 
de mnxioiiuu ne fournit point d’équations aux limites, 
et les fonctions arbitraires seront déterminées par la con- 
dition même que la surface passe par ce contour. Mais si 
l’on donne seulement les valeurs limites de x, y, on la 
projection du contour sur le plan xy^ sans les valeurs 
correspondantes de z, la condition de maximum ou de 
minimum exige qu’en chaque point du contour on ait 

Q — P dy — O 
ou . ^ 

( 3 ) ( yd.r — xdy \ ~o. 

Le facteur ydx — Xf/y ne peut être nul que lorsque la 
projection du contour est une droite passant' par l’origine 
des coordonnées; pour toute portion du contour qui ne 
remplit pas celte condition, ou aura donc >> = o, et par 
suite 



ajoutons que sur. celte partie du contour le rapport - 

varie nécessairement d’un point à l’autre, et nous en 
conclurons que la fonction ip est nulle en général ou pour 
chaque point de la surface. L’équation (a) réduite à 



représente alors une surface coniijue ayant son sommet 
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à l’origine des coo rdonnées. La valeur de p qu’on en d<5- 
duit étant constamment nulle, celle de l’intégrale est 
aussi nulle, et l’on comprend sans démonstration que 
c’est un vrai minimum, du moins lorsque l’exposant m 
est un nombre pair et positif. 

162. Considérons maintenant le cas où le contour n’est 
pas donné, mais seulement assujetti à rester sur deux ou 
plusieurs surfaces données; soient p', q' les dérivées par- 
tielles de Z relatives à l’une de ces surfaces, on aura pour 
la portion du contour quelle doit renfermer 

V -t- P (y — /;) -f- Q(7'— 7) = O , 
ou ’ 

\ V ->r mx {p — p') m/ (17 — (7') j = O, 

équation qui sera satisfaite, soit par 

.• = 0 , 

soit par 

px — qy _ m 
Z — p' .r — q' jr ni — i 

La première solution e = o ramène la surface conique 
du cas précédent; la seconde exprime que si l’on mène 
des plans tangents à la surface cherchée et à la surface . 
terminale par un point quelconque de leur ligne d’inter- 
section, les portions de l’axe des z comprises entre l’ori- *■ 
gine et ces deux plans seront entre elles dans le rapport, 
m 

constant 

m — 1 

163. Dàns ce qui précède, nous avons admis implici- 
tement qiie l’exposant m était plus grand que l’unité. Au 
lieu de nous arrêter à discuter le cas de m = i ou i , 
considérons le problème plus général où l’on elierchc le 
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niaxiniuiu ou lo luiniinum de l'intégrale 




v = Z—pj—,jy. 


■ f [,>)., heir, 

J.r, Jy, ■ 

dans laquelle 
Nous avons 

V=/(r), N=/'(..), P = _x/'{r), Q = -r/'(4 

|j’é(juation indéGnie 

3/'(r)-t-.r — =o. 


dy 


équation aux dérivées partielles du premier ordre, lors- 
qu’on y regarde f {^) comme fonetion immédiate de x, 
r, s’intégre sans peine par la méthode ordinaire et donne 

.rM = r(j). 


F étant une fonction arbitraire. 
Soit, par exemple, 

/(<:)= loge, 

on aura 



F.n intégrant de nouveau, il vient 

. • . ' -'•'©-'■H';)’ 

<!f et étant deux fonctions arbitrairés. 
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Problème XXI. 

164. Trou\>er la surface pour laquelle V intégrale 

I I V/^‘ 

J-r, Jy, 

soit un maximum ou un minimum , p et q étant les elé- 
rivées partielles de l'ordonnée z de la surface.. 

On a 

' V = \Jp^ -f- q\ N=0, P— O = • ^ — ; 

SP' + 7 ’ SP' ■+■ q‘ 

l’équation indéfînie est 

q^r — 7.pqs -\-p^ l — O, 

d'où l’on tire, en intégrant, ... 

(0 = + • 

q> et (|i étant deux fonctions arbitraires. 

Lorsque les limites de l'intégrale sont déterminées, ou 
quand on connaît les deux parois cylindriques yz=Y^. 
r=j^j, et les deux plans x=x,, x = x, qui doivent 
circonscrire la surface clierchée, sans que son contour 
dans l’espace 'soit donné , on doit avoir en chaque point 
du contour 

Qdj; — P^// o, ou qiir — p(iy = o, 

équation qui exprime que la surface cherchée doit ren- 
contrer SOUS un angle droit les deux parois cylindriques, 
ainsi que les deux plans limites. Dans le cas plus général 
où le contour est assujetti à rester sur des surfaces don- 
nées quelconques, si l’on appelle p', q' les dérivées par- 
tielles de Z relatives à chacune de ces surfaces, on devra 
avoir en chaque point de la portion du contour qu’elle 
contient 

V-i-P(/)' —p) +■ QCv' — 7'; = O, 

Caicui des Variations . 21 
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pp+qq' = o-, 

et l'on en conclura sans peine que si, par un point quel- 
conque du contour, on mène deux plans verticaux, l'un 
normal à la surface cherchée, l’autre normal à la surface 
limite, ces deux plans seront perpendiculaires entre eux. 

Problème XXII. 

165. Trouver la surface pour laquelle l’intégrale 


(z — px — qy)dydx 

soit un maximum ou un minimum^ en même temps que 
l'intégrale 




-(- q ^ . d/dx 


conserve une valeur donnée. 

Ce problème se ramène à la recherche du maximum 
ou minimum absolu de l’intégrale 


J J {^ — p-z — qx-h n \jp' -t- q’) dydx, 

tlans laquelle n est une quantité constante, mais in- 
connue. 

On a 

y — z — px — qy -if-n^p' ^q^. 


N = I, P z= — x-4- 


np 


v/p» -H q' 


Q = — r + 


nq 


'<lp' -t- <T 


et l’équation indéfinie 


q'r — lpqf -^pU =-{p'-^q-‘)\ 
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intégrée par la méthode de Monge, donne 


ip et t|> étant deux fonctions arbitraires. La surface repré- 
sentée par cette équation est évidemment une surface an- 


nulaire ou tore engendré par un cercle de rayon 


3 qui 


se meut dans l’espace suivailt une loi quelconque, en res- 
tant toujours parallèle au plan Xjr. Si l’on nomme 
les coordonnées variables de son centre, on aura 


i = — f(z), >1 =— Z — t, 


et ces équations, lorsqu’on aura déterminé les deux'fonc- 
tions arbitraires, représenteront la courbe directrice que 
le centre décrira dans son mouvement. Les valeurs des 
dérivées partielles du premier ordre p et (f seront d’ail- 
leurs 

^ {z) 




✓ 


166. Parmi les diverses hypothèses qu’on peut faire 
relativement aux limites, nous n’examinerons que celle 
où la surface (i) doit se terminer dans deux ou plusieurs 
surfaces données. Soient p^, <f les dérivées de z relatives 
à chacune de ces surfaces terminales, la portion du con- 
tour qu’elle doit contenir sera caractérisée par l’équation 


V-+-P(p'— />)-t-Q(y' — 9 ) = O, 

ou bien par 

V/»' -+- 7’ 
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3a4 

Supposons, par exemple, que Tune des surfaces limites 
soit un plan ayant pour équation 


on aura 


Z = rtj: + br. 


p' — a, q'z=b, 
et l’équation (a) se réduit à 


ap bg = O. 

Remplaçant p et q par les valeurs trouvées ei-dessus, 
il vient 

(3) * + ay (z) -t- = o; 

et, en éliminant <P (s) , ( 2 ) à l’aide des équations 

Ç = — ?(^)i »i = — 'K*)i t:=*. 

qui donnent les coordonnées du centre du cercle géné- 
rateur, . * 

Ç =aÇ -h bti. 

Sous cette forme on voit que le centre du cercle géné- 
rateur doit se trouver constamment dans le plan limite. 
Si la surface cherchée devait se terminer de l’autre côté 
sur un second plan dont l’éqûation fût 

Z = a'x-|- b' y, 

on trouverait également pour l’intersection correspon- 
dante 

(4) z + a'f[z] + b'-l^(z)z=o 
et 

Ç = a’Ç -1- b'n , 

d’où l’on conclut que le centre du cercle générateur doit 
se trouver aussi dans ce second plan, en ^orte qu’il se 
mouvra le long de l’intersection des deux plans limites; 
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la surface .cherchée sera donc un cylindre oblique à base 
circulaire, ayant pour axe l’intersection des deux plans. 

Les fonctions arbitraires cl seront dans ce cas déter- 
minées par les deux équation.s (3) et (4), qui donnent 

ab' —a'b^' 'H^)— ab'—a'b'’' 

cl la fonction z est alors parfaitement connue, sauf la 
constante «, dont on disposera pour faire prendre à l’in- 
tégrale JJ \Jp‘‘ -y-fj .djtlx\A valeur constante qu'elle doit 
garder. Il serait impossible d’assujettir la fonction z à au- 
cune nouvelle condition relative aux limites de .r; si donc 
les autres conditions, qu’on peut se donner relativement 
aux limites, ne sont pas satisfaites d’elles-inèuies, le pro- 
blème deviendra impossible, e^ il n’y aura ui maximum 
ni minimum. 

Problème XXIII. 

1Ü7. Trouver la surjace dont l'aire entre des limites 
données soit la plus petite possible. 


La dill’érenlielle de l’aire étant \j i p* 
l’intégrale qu’il faut rendre minimum sera 


q' <fydx. 


On 


a: 


^ I p' -+■ .dyd.r. 


N = o, 


V= 


^ I -t- -t- </’ V** "f- 7’* 

L’équation indéliniedu problème et qui doit détermi- 
ner la forme générale de la surface cherchée, sera donc 

d P d q 


(>) 


OU 

(*) 


dx yji ^ dy ip 

( I — i.pqs -t- (i +p')t = o; 


= O, 
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or elle exprime la propriété bien connue, quVn ehfufue 
point de la surface minimum la somme ries deux cour- 
bures principales est nulle, ou, en d’autres termes, que 
les deux répons de courbure principaux sont égaux et 
dirigés en sens contraire. 

Lorsque le contour de la surface dans l’espace sera 
donné, les fonctions arbitraires amenées par l’inté- 
gration de l’équation (i) seront déterminées par cette 
seule condition, et il n’y aura plus d’équations aux li- 
mites. Mais si l’on assigne seulement les valeurs limites 
de X et dey, sans assigner les valeurs correspondantes de 
Z, ou si l’on ne donne du contour que sa projection sur 
le plan xy, on devra avoir le long de cette projection 

' Q<ir — Pdy—o ou q dx — pdy = o, 

et cette équation exprime que la surface minimum ren- 
contre sous un angle droit la surface ou lés Surfaces cy- 
lindriques qui projettent le contour sur le plan xy. Le 
plan qui a pour équation z~ c, satisfait à la fois évi- 
demment et à cette condition et à l’équation géné- 
rale ( 2 ) . Il est donc la solution la plus simple du problème 
dans le cas dont il s’agit ; mais le difficile serait de > 
démontrer qu’il est la seule solution possible. 

Supposons maintenant que la surface minimum, au 
lieu d’être limitée par certaines courbes ou par cer- 
taines parois cylindriques, soit assujettie à se terminer 
dans^eux ou plusieurs surfaces données mais quelcon- 
ques; on aura alors en chaque point du conteur entier 

V — A») -+-Q(7'— <r) = O. <>“ l -i- pp' qq' = O , 

équation qui prouve que la surface minimum rencon- , 
trera sous un angle droit chacune des surfaces limites. 

168. L'intégrale générale de l’équation (i), qui repré- 
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sente toutes les surfaces rainima, a été obtenue, pour la 
première fois, par Monge,.mais sous une forme toute com- 
pliquée d’imaginaires qui la rendait peu propre aux ap- 
plications. Legendre, et plus tard MM. Serret et Catalan, 
se sont occupés à leur tour de cette même intégrale, soit 
pour vérifier le résultat de Monge, soit pour le simpli- 
fier, Enfin, M. Ossian Bonnet, en développant les prin- 
cipes sur lesquels Gauss fonda ses belles recherches rela- 
tivés à la théorie* des surfaces, a montré que ces mêmes 
principes conduisent facilement à une forme simple de 
l’intégrale dont il s’agit. Nous îhdiquerons en peu de 
mots la marche suivie par M. Bonnet, dans son excellent 
Mémoire sur l'emploi d'un nouveau système de variables 
(Journah de lÀouville, t. V, 1860), pour obtenir sous 
forme finie l’équation de la surface minima. 

Soient oc, 7 les angles de la normale à la surface 
avec les axes des coordonnées, ^ l'angle avec le plan xz 
du plan mené par la normale parallèlement à l’axe des a, 

et posons n = Z tang en^sorte que tang^ = | et rj 

sont les nouvelles coordonnées ou variables indépen- 
dantes qu'il s’agit de substituer k x, y. En désignant par i 
l’unité imaginaire V — i , on aura 


Sin7 = , COS7 = ( tane/q , 

cosiq ” 


■ros a = sin 7 cosÇ = 
eos P = sin 7 sin Ç = 


cosÇ 
■ » 

COS tn 

^inl^ 

CüS/îl * 


et réfjualion aux dérivées parliellcs (i) prendra la forme 


. cos $ . sin £ 

fi / (i 


cosfn cos fl) 
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(3) — + + ' tangi» ^cüsÇ ^ + sin5 ^j=:o. 

Pour déterminer les dérivées partielles 4^» — j 4^i 

^ ax dy dx. dy 

cherchons d’abord les relations générales entre n et 
a;, J. Soient x, Vi'* les coordonnées d’un point quel- 
conque du plan tangent et D la distance de l’origine à ce 
plan, nous aurons 

X cosa -H J cos P -+- L cos 7 = D, 

ou, en substituant les valeurs des cosinus de «, |3, y, et 
multipliant par eus iV,, 

■(4) * ros I y sin Ç -t- zi sin ;'u Dcos ir,. . 

Cette é({uation , dans laquelle on peut considérer le se- 
cond membre comme une fom'tion de Ç, >j, déhnit tous 
les plans tangents à la surface. Pour en déduire les coor- 
données ar, y , z d’un point quelconque de cette surface, 
nous ferons remarquer que ce point peut être regardé 
comme l’intersection de trois plans tangents infiniment 
voisins, et nous en conclurons que a", z, substitués res- 
pectivement à X, y, z, doivent vérifier l’équation (4) et 
cette équation différentiée soit par rapport à Ç, soit par 
rappiort à r,, en laissant x, y, z constants. Donc, en fai- 
sant, pour abréger, — Dcos/r;, on a 

; j: cos E -+- jr sin Ç -(- Il sin /z = — Ç, 

\ • ï r 

' .rsinE — >cosÇ , 

(5) . • dç 

/ < 

I ICOS/ïî = -— • 

\ rftl I 

Telles sont les équations qui déterminent les coordon- 
nées ar, J, z, lorsque |, k, ^ sont connus. Si on les diffé- 
rentie en faisant varier à la' fois x,y, z, n, et qu’on 
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lasse , pour abréger, 


(6) 


“ =5 + 'tang,.-+_, 


d'I 

~ dld-n' 
w ~ i tang ir, 


dl d^X, 


dr, dri"^ 

on trouve, après quelques réductions faciles, 

I dxcos Ç + sin ? = — ‘ tang ir: (vd^ + wd-n ) , 
iir sin f — djr cosÇ = «rfÇ vdv, 
dz cosir, = vd% -Jr wdT,. 

En faisant tour a tour dy=o^ dx—o^ on déduit de 
ces équations les valeurs des dérivées partielles—» — > 

^ dx dy 

drt dr} , y » , 

et ces valeurs substituées dans l'équation (3) lui 
font prendre la forme très -simple 
( 8 ) it -1- «< = O. 

Or, si l’on_ regarde Ç, ri, à leur topr, comme des va- 
riables indépendantes, la ^troisième des équations [y) 
donne 

dz 

P = — cos in , 
dz 

«'= cos iTi; 
dr, 

on trouve d’ailleurs par les équations (6) 

du , /. . rfç d^X, 

■■ d„ b ^ e dr,^dr\l d^^dr, 

dr 

= ^ -h w tang in 

“Ç -w 

, d^z dz , . 

= -rp- cos f n 4- — I sin ir, ; 
rfÇ’ dr, 
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on aura donc, en différentiant par rapport à n l’équation 
« + tv= O, 


rf’z 

dï' 



équation bien connue, dont l’intégrale générale est 

(9) * = — «n), 

f et étant des fonctions réelles ou imaginaires. Toute- 
fois il faut observer que celte intégrale est plus générale 
que l’équation proposée (i) ou (8), et qu’en déduisant de 
Z la valeur de Ç au moyen de la relation 

Ç = fzcoiindn. 


on devra déterminer la fonction arbitraire de intro- 
duite par l’intégration, de manière à satisfaire à la con- 
dition « -t-iv = o. 

Supposons, par exemple, , 

?{ï-4-in)=^(n — î6) (Ç-I-'b), ■^{i — ir,) = ^{a + ib) (Ç — /»i), 

a, b étant des constantes réelles et positives, nous aurons 
successivement . 

Z =aÇ + bn, 

Ç =yz COSfirlrf» = bn)coiirtdr, 

= — (aç -f- br,)isin ir, — b cosir, -+- X, 


X étant une fonction arbitraire de Ç dont X' et X" seront 
les dérivées par rapport à Ç du premier et du second ordre ; 

« = — b cos iri -hX"-t-X, fp = 6 cos j'ir, 

«-!-<*' = X''-t-X = O, 

et en intégrant, 

X = C COS ï 4 - C' sin Ç. 
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Faisons, pôur simplifier, Csio, C' = o, il Tiendra 
X = o, 

Ç = — (nÇ + iïi)isinfr, — écosin; 
elles équations (5) donneront 

I X = 6cos(i;cos$ — ai sin ( n sin Ç , 

X = b cos ir, sin Ç + ai sin i »i cosÇ , 

* = aÇ in , 

ou bien, en coordonnées polaires, si l’on fait x = rcosu, 
y = r sin w, 

1 rcos(ûi — Ç)=icosin, 
r sin (w — Ç) = sin in, 

Z = aÇ + in. 

Les équations (lo) et (i i), en supposant qu’on ait éli- 
miné I, v, représentent une espèce particulière de surfaces 
niiiiima. Dans le cas particulier où a = o, elles donnent 




équation de la surface de révolution engendrée par une 
cliainette. 

Si ù = o,. on a 



équation de riiéliçdïde gauche à plan directeur. 

Dans le cas général, où a et ù sont quelconques, l’éli- 
mination de Ç, >3 donne 


Z — aw =3 a arc tang 




— i’ H- a’ -J- 

^ 


Va' -H i’ 


équation qui représente évidemment une surface engen- 
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(Irée parle mouvement héliçoidal autour de l’axe des z, 
d’une certaine courbe- plane dont on trouve l’écjuation 
en faisant dans celle qui précède to = o, /■= x. 

109. Il existe un moyeu très-simple de réaliser une 
multitude de surfaces à aire minima, c’est-à-dire à cour- 
bure moyenne nulle, ou, plus généralement, à courbure 
moyenne constante. M. Plateau a fait voir, en effet, que 
cette propriété d’avoir sa courbure moyenne nulle ou 
coustaule est la condition d’é([uilibre d’une lame liquide 
très-mince, d’une bulle de savon par exemple, dont la 
masse est sensiblement nulle, et que l’on peut considérer 
pour cette raison comme soustraite à l’action de la pesan- 
teur, comme soumise à la seule action des forces molécu- 
laires : si cette lame est fermée de toute part de manière à 
emprisonner une certaine quantité d’air, la courbure 
moyenne est constante, et plus ou moins grande selon la 
différence des pressions intérieure et extérieure; si, au 
contraire, la lame est en contact, par scs deux faces, avec 
l’air libre, la courbure moyenne est nulle. 

En se servant, pour faire naître ces brilles ou lames, 
d’une solution de savon et de glycérine mélangés, M. Pla- 
teau a su leur donner une persistance extraordinaire. 
On peut alors étudier tout à l’aise les formes très-di- 
verses, très-originales, suivant lesquelles les lames li- 
quides s’arrondissent ou s’étalent, lorsqu’on les assujettit 
à adhérer aux contours de charpentes rigides dessinées à 
l’aide de fils de fer légèrement oxydés par l’acide nitrique, 
et (|u’on plonge un instant, pour les retirer presque sur- 
le-champ, dans le mélange glycérique. L’illustre physi- 
cien a ainsi créé un procédé facile et charmant de résou- 
dre expérimentalement le problème de la moindre surface 
passant par un contour donné. 

Veut-on, par exemple, la surface engendrée par la ré- 
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volution d’une chaiiiette autour de sa directrice, surface 
à laquelle M. Plateau a donné le nom de caténoïde, on 
introduit, au moyen d’un pinceau imbibé de solution gly- 
cérique, une petite quantité de liquide entre deux anneaux 
circulaires presque en contac^ 5 on soulève doucementran- 
neau supérieur, et l’on voit un caténoïde laminaire arron- 
dir sa surface entre les deux anneaux. En continuant à faire 
monter graduellement l’anneau, 011 voit le caténoïde se 
resserrer, s’étrangler en son milieu, et bientôt se rompre 
•pour se convertir en deux lames planes s’étendant sur les 
deux anneaux. Cette rupture a lieu lorsque la distance 
des deux anneaux est à peu près égale aux deux tiers de 
leur diamètre, exactement comme l’exige la théorie. Il ré- 
sulte, en effet, de notre discussion du problème de la moin- 
dre surface de révolution ( n" 103 ), que la chaînette gé- 
nératrice devient impossible lorsque le rapport entre la 
distance et le diamètre des deux bases, supposées égales, 
dépassé cot(56°28') ou 0,6627. Nous avons vu, en outre, 
qu’aussi longtemps que cette limite n’est pas atteinte, 
il existe deux chaînettes ayant l’axe de révolution pour 
directrice, mais que c’est l’extérieure ou la moins rentrée 
qui seule donne le minimum. Or ce résultat, que nous 
croyons avoir tiré le premier du calcul des variations, 
est encore parfaitement d’accord avec l’expérience; car 
M. Plateau avait déjà ob.servé que des deux caténoïdes 
possibles, qu’il a le premier signalés, c’est toujours le 
moins rentré qui se produit, et il en avait conclu que le 
caténoïde intérieur ou plus rentré est instable. 

Problème XXIV. 

0 

170 , Quelle J orme doit avoir une surface d’étendue 
ou d'aire donnée pour que son centre de gravité se 
trouve le plus bas possible ? 

Si l’on suppose qoe l’axe des z coïncidé avec la direc- 
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lion de la pesanteur, l'aire U de la surface sera 

ü = J" + .dydx, 

et l’ordoniiée verticale de son centre de gravité 


Z = ^J J z^\ p*+ q'.dydx. 

La question consiste à trouver parmi toutes les formes de 
la fonction z pour lesquelles l’intégrale U prend une cer- 
taine valeur déterminée, celle qui donne pour Z, et par 
suite pour UZ, la plus grande valeur possible ; ou à cher- 
cher le maximum absolu de l’intégrale 



(* — n)V^i -H . dydx. 


dans laquelle a est une nouvelle quantité constante mais 
inconnue, qu’il faut déterminer, de manière à faire pren- 
dre à l’intégrale U la valeur donnée qu’elle doit avoir. 

On a 


V=(« — a) v^l 


N=t/i 


-+-/?’ -1-9’ 


Q = 




et la forme générale de la surface cherchée sera détermi- 
née par l’équation indéfinie 


(l) I -l-p’-i-9’= (z— a)j(l ->rq*)r—lpqs-^{\ j. 


Cette équation exprime une relation remarquable 
entre les rayons de courbure principaux R, R', de la 
surface. En eiïet, si l’on regarde chaque rayon comme 
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positif, lorsqu’il est dirigé en bas, c’est-à-dire lorsqu’à 
partir de la surface sa direction forme un angle aigu avec 
le demi-axe des z positifs, et négatif lorsqu’il est dirigé 
en haut, on aura 

(i +q')r—npqs + [i+p‘)t 

i "R' 

(* +/>’+?’)’ 

et l’équation (i) , devenue 


I 

R 


(z — a) y» 


exprimera que le rayon de la courbure moyenne est le 
double de la normale prolongée jusqu à un ceitain plan 
horizontal dont l’équation est z =. a. 


171 . Lorsque le contour entier de la surface est donné, 
la condition de maximum ne fournit aucune équation 
aux limites. Mais si l’on connaît seulement la projection 
du contour sur le plan xy, ou les valeurs limites de y et 
de X sans celles de z, on devra avoir en chaque point 
du contour 


Qrfx — Prfr = O ou gdx — pdy = o ; 


équation qui exprime que la surface est partout normale 
aux cylindres ou aux plans qui la limitent dans le sens 
des X et des y. 

Plus généralement, si le contour devait se terminer sur 
deux ou sur plusieurs surfaces données, de forme quel- 
conque, on aurait, en représentant par p', q' les dérivées 
partielles de z relatives à l’une ou l’autre de ces surfaces 
terminales, la condition 


v + P(p'-/') + Q(y'-<?) = o, 
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OU 

I pp' -h t/q' — O, 

c’est-à-dire qu’en chaque poifit du contour, la surface 
cherchée devrait couper les surfaces limites sous un angle 
droit. 

172. I.a surface dont le centre de gravité est le plus 
bas, a beaucoup d’analogie avec la chaînette, qui parmi 
les courbes jouit de la même propriété.- Pour rendre cette 
analogie plus frappante encore, supposons que la surface 
représentée par l’équation (i) soit un cylindre ayant sa 
génératrice parallèle à l’axe des j, et cherchons quelle 
doit être alors sa forme. On aura dans ce cas q = o, 
5 = O, f = O, et l’un dos rayons de courbure principaux 
sera infini, tandis que l’autre se réduira , 

R = (a — a) ^ 1 ■+■ p’. 

Dans cette équation, qui détermine la forme de la section 
normale à l’axe des y, on reconnaît sans peine l’équation 
de la chaînette. Mais il faut sc garder d’en conclure que 
la surface ainsi déterminée soit parmi toutes les surfaces 
cylindriques celle dont le centre de gravité est le plus bas ; 
elle ne le seraifen efl’et que dans le cas où la longueur de 
la génératrice ou la di(Térence_y, — resterait constante. 
Dès que la différence — y, redevient variable, la courbe 
directrice du cylindre cesse d’être une chaînette. Pour 
trouver, en effet, la surface cylindrique dont le centre de 
gravité est le plus bas, il aurait fallu dès le départ faire 
entrer en ligne de compte la condition q = n, ce qui 
aurait modifié sensiblement l’équation générale (i). Au 
reste, cette dernière question est celle que nous avons 
traitée,- Problème XI, en cherchant la forme d’é<|uilibre 
d’un fil dont la densité ou l’épaisseur est variable. 
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PhOBLÈME XX\ . 

173. Un certain volume de matière homogène est 
terminé en haut par un plan horizontal, en bas par une 
surface courbe d'étendue ou d'aire donnée^ quelle doit 
être la forme de cette surface pour que le centre de 
gravite du volume soit le plus bas possible P 

Si l’on prend le plan horizontal donné pour plan des 
xy et la direction de la pesanteur pour axe des z, le pro- 
blème revient à chercher le_ maximum de l’intégrale 


i:o 


Z^-\- 2CZ — 2 a v/ 1 7=) rf/f/.T-, 


a, c étant deux constantes, qui permettront d’assigner 
à l’aire de la surface courbe et au volume les valeurs 
déterminées qu’ils doivent avoir. 

On a . ' - • 

V =='z- -h 2 CZ — 2 « ^ 1 -)-//' -t- 7', 

' —2ap —2àij 


N 


7.(z + c), P=-= 


VI -t- 


Q 


dp 


et la condition générale de maximum, ]\ — 

> rtx d) 

devient s 


/P-i-7; 


P ■ 


a-- 


dx 




— O, 

dy 


ou, en développant, et désignant par R, R' les deux rayons 
de courbure principaux, _ ■ ’ 


R R' a ' ■ 

Telle est l’équation de la surface chiTchée. Rlle exprinn 

Oitcul des Yariatiofii. 
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qu’era chaque point de la surface la courbure moyenne 
est en raison inverse de la distance à un certain plan 
horizontal dont 1‘ équation est z + c = o. 

La surface devant aboutir sur tout son contour au plan 
ay, les valeurs limites de z sont nulles; si celles de x^y 
ne sont pas fixées, ou si le contour de la surface dans le 
plan xy n’est pas assigné à l’avanc^ les équations aux 
limites se réduisent (n® 67) à la condition unique 

V — P/j — Qî==o, 

ou ^ 

4 

\ ■ 

V^i -4- p'-^ q‘‘ 

qui doit subsister en chaque point du contour, et qui ex- 
prime que la.surface courbe est normale au jdan xy le 
long de leur intei-scction commune. 




Problème XXVI. 

174. Parmi toutes les surfaces recouvrant le même 
volume'et ayant les rnémes limites, trouver celle dont 
l’aire est minimum. 

Les conditions du problème étant 

. ff Z dy df = const . , ff sj i -X p‘‘ + q'.€lydx = 1 X 0 X 1 ., - 

la question revient à chercher le minimum absolu de 
l'intégrale . ' 


• r’r*(w 

«/x, \ 


I p’+ q‘‘ z^djdx. 


a étanCun facteur constant, majs indéterminé. Dans les 
notations adoptées, on a . 


X = a\J \ -h />' -H q‘‘ — Z, 


N =— I 


P = 


ap 


aq 


Xt.:. 


-h p'X- q’ 


V • p’ ■+• 
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et la forme générale de la surface cherchée sera caracté- 
risée par l’équatioii indéfinie 

' I ' 

(l) (l 7’)r — ■ipqs + (i _ O. 

Soient toujours R et R' les rayons de courbure princi- 
paux, que nous supposerons cette fois positifs lorsqu’ils 
seront dirigés en bas, c’est-à-dire lorsque la surface tour- 
nera sa concavité vers les z négatifs; négatifs, quand 
la concavité sera dirigée en haut. L'équation indéfinie 
devient 


I I I 



et elle exprime que la surface qui sous la moindre aire 
possible renferme un volume donné, jouit de cette pro- 
priété remarquable d’avoir en chaque point la même 
courbure moyeiiue. 

ITo. Un mot sur les écpiations aux limites dans les 
hypothèses les plus simples. Si l’on connaît seulement la 
projection du contour de la surface sur le plan xj^ ou 
les surfaces cylindriques perpendiculaires au plan xy, 
entre le.squelles elle reste comprise, on devra avoir en 
chaque point du contour 
► ■ > 

Qrfj; — = O, ou ijiir — pHr — O, , 

équatron qui exprime que la surface cherchée rencontre 
sous un angle droit toutes les faces du cylindre limite. 

Plus généralement, si la surface cherchée doit se ter- 
mirter sur une surface quelconque dont l’équation aux 
dérivées partielles soit dz = p' dx-\-q: d') , on devra avoir, 
le long du contour, ’ . 

y+P(//-/.) + Q(9'-v) = o, 

S2 . 
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OU 

Z v' 1 + — a(i +;v^' + '/'/') — «; 

et cette équation exprime la propriété suivante : 

Si par le pied de V ordonnée z d’un point quelconque 
du contour on fait passer un plan parallèle au plan 
tangent à la surface limite, et que par le- même point du 
contour on mène une normale à la surface cherchée, 
cette normale, prolongée jusqu'à la rencontre du plan 
parallèle, sera constante et égale à a. 

Dans le cas particulier où la surface doit se terminer 
dans un plan horizontal, représenté par l’équation z = h, 
on a // = O, q' = o, et la formule précédente se réduit à 

, h 

d’où l’on conclut facilement que la surface demandée 
coupe le plan limite sous un angle constant. 

h 

Le cosinus de cet angle est il sera nul lorsque le 

plan horizontal se confondra avec le plan xj. Donc la 
surface qui avec un plan donné renferme un certain vo- 
lume sous la plus petite aire possible doitètre normale au 
plan en chaque point de l’intersection commune. Une 
demi-sphère de rayon convenablement choisi remplira 
évidemment cette condition, en même temps qu’elle satis- 
fera à l’équation indéfinie (i); c’est donc une solution 
du problème, mais il faudrait pouvoir prouver en outre 
que c’est la seule.. 

176. Considérons encore le cas où le contour est indé- 
terminé, ainsi que sa projection sur le plan xy, mais où 
l’on se donne l’aire circonscrite par cette jnojection. Aux 
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Eunditions premières il faudra joindre les suivantes : 


■ 1 . i 


const.. 


et chercher le maximum absolu de l’intégrale 

■ ^ ! r y-. 


C C (V-)-c]rf/rfx, 


V ayant la même signification qu’auparavant. On obtien- 
dra la même équation générale ou indéfinie (1) ; mais les 
équations aux limites deviendront 

V-t-ci=o, Qclx — Pcij~=:o, 
pour y = yi, jr = j,, et 


X 


(V -t- c)^// = O, P = O, 


]K)ur a: = X, , x = x,. 

Les deux premières donnent 


=± l p' q\ qdx — pdy = O ; 


ou, a d’ailleurs 


dz = pdx -t- pdy ; 


donc 


dx dy dz 


ds 


P q />’ -+- 7’ y/ ( p^'ÿ- 7’ ) (' I + 7’ j 

et par suite , • 


I -+- />’ -I- 7’ = 


ds‘‘ {z — c)’ 


bien 


ds : 


ds' — dz' fl' 

(z -c)dz _ _ 

V^(l — rf — 
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Cl, en iiilëgraiit, 

, = (z — c)’ — fl’, 

l’arc s étant compté à partir du point pour leijucl 
Z — a c. Donc si l’on développe le cylindre limite sur 
un plan, le contour rabattu formera une chaînette dont 
le paramètre sera égal à a. L’équation 

• 7^0^ — = O 

prouve d’ailleurs que la surface cherchée rencontre les 
cylindres limites sous un angle.droit. 

Il parait difficile de tirer rigoureusement des équations 
indéfinies ou aux limites d’autres conséquences que celles 
que nous venons d’énumérer. Mais ou voit immédiate- 
ment que, dans le cas dont il s’agit, le plan horizontal 
déterminé par l’équation 

Z = fl -f- c 

satisfait à toutes les conditions aux limites aussi bien qu’à 
l’équation générale (i), et l’on est ainsi conduit à con- 
clure que la moindre surface qui puisse recouvrir îln 
cylindre de volume et de base donnés, est un plan pa- 
rallèle à la base. La forme de la base reste encore indéterr * 
minée, et elle doit l’être évidemment, puisqu’un change- 
ment quelconque apporté à son périmètre, sans altération 
de son étendue superficielle, ne changerait en rien ni 
l’aire de la basé supérieure, ni le volume du cylindre. 

Pour le plan en question, la courbure nioyenne est 
nulle, et "par conséquent a = ix> •, mais on peut remarquer 
que la somme a -f- c tient place d’une nouvelle constante 
dont la valeur est finie et qui devra être choisie de manière 
à assurer au volume circonscrit la valeur assignée. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

Applications ù des intégrales triples. — Surface à aire dotinéu renfermant le 
plus grand volume. — Mininiumderintégrale / f J‘>j 
Pf r, étant les dérivées partielles d’une fonction indéterminée u. 


177. Dans les deux problèmes suivants, dont le pre- 
mier est au fond identique avec celui que nous venons 
de résoudre, nous ferons avec M. Sarrus l’application 
du calcul des variations à la recherche des maxima et 
mfniina des intégrales triples. 

Problème XXVIl. 

Quelle peut être la surface qui, sous une étendue su- 
l>erfic!elle donnée, renferme le plus grand volume ? 

l.e volume a pour expi'ession 

py, 

U — I I I dzdydx. 

11 est limité par six faces que nous désignons de la ma- 
nière suivante : 

i” Deux faces planes A, et A,, correspondantes aux 
deux ^imites x, et x, de la variable x; 

2 ° Deux faces cylindriques B, et B,, correspondantes 
aux deux limites/, et/, de la variable/; 

3“ Deux faces courbes C, et C, , corrçspondantes aux 
deux limites 2 , et 2 , de la variable 2 . 


CALCUL DES VAUIATI01\S. 


h+p'->t-q\dj ,lx. 


! 1 . di dx 


Ces diverses faces ont pour expression 

^'~J I ^ ' d- /d -h q’’ .dydx, 

B' — I ^ I +y' -dzdx, 

i. i. 

If ^l+p'-^q^.dj dx, 

• ‘ Jy^ • 

! 

= j ’j J \/ 1 +y’’‘ .didx 

pr, -•«, 

i, i, 

> \ 
à la condition que;;, indiqueront les dérivées de z, 
et de J, , ou celles de z, et de j, suivant le signe de sub- 
stitution dont ils seront affectés, c’est-à-dire suivant qu’il 
s’agira des faces C, , B, , ou des faces C, , B, . 

Comme l’étendue totale de la surface doit rester inva- 
riable, tandis qu’on cherche le maximum du volume, le 
problème revient à trouver le maximum absolu de l’ex- 
pression définie 

S = U a (Al Al -|- B| -(- Bi-t- C| Ci j. 

Or, on trouve, d’après les règles données précédemment, 

S. l j j' 


r r'fv.i 


(^J' -h f' f.r)dz. 
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. dzdy 



dx 


■ rr r J s/d-., 

>.r, / Ji^ I \/ 1 -hy ' 



r ^< r ^' i ‘‘ { d 

Jx, Jr, 


V^ i + p‘-^ <i‘ \l\-\-p--\- <! 

J I I \v ~ •î Î 4- V I + 7’ ^7 I f/.r 

•^■^1 V. ' ■ ( V* 4-/J’4- f/' I 


Sz . tl ) < 1.1 




— 'I " +■ V ■ + /J- -f- // ’ J J- J , 

Vi-t-/>' 4-7’ /■ 
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=1 , 1 U, '■' 

<rr 


dzch' 


S X . dzdy ; 


et la variation complèle de S peut s’écrire, pour abréger, 
de la manière suivante : 


ÔS = 


"V 


dx ^ f dj- y/i ^ ,!> j j 

d nr 


S Y . dzdx 


'UO 

m -i 

4 / ' T' P' Sx. dzdy 

-rx'/: 




Sz.dy dx 


7 14-/>’4-<7 

“[' cr s ( ■ "= ! *■ 


s Z H- f /<;±V‘ I (>} 


Si l’on décomposait toutes les substitutions doubles 
en substitutions simples correspondantes, on aurait dix- 
huit termes au lieu de six que contient cette équation. 
Quant aux signes dr et q: dont nous avons fait usage, 
afin de resserrer la formule dans le moindre espace pos- 
sible, il importe peu, pour les conclusions que nous ait 
Ions en tirer, que l’on prenne le signe supérieur ou le 
signe inférieur-, il est utile cependant d’indiquer quel 
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signe il faut prendre. Dans les trois premiers termes, 
qui n’ont chacun qu’un seul signe de substitution, le 
signe -f- se combine avec la limite supérieure, et le signe 
— avec la limite inférieure de la variable à laquelle se 
rapporte la substitution. Dans les trois derniers termes, 
renfermant chacun deux signes de substitution , ou jjren- 
dra ; i“ sous le signe intégral, le signe +, lorsque les 
substitutions SC rapporteront toutes deux aux limites supé- 
rieures ou toutes deux aux limites inférieures des variables, 
c’est-à-dire aux combinaisons y,Zi, x,z,, x^z^, 

Xiyi,x^j\-, lesigne — , lorsque les substitutions se rappor- 
teront l’une à une limite supérieure, l’autre à une limite 
inférieure, ou aux eombinaisousj^, x,z,, X^z,, 

X,yt, x^y, ; 2 " en dehors du signe intégral, le signe — 
ou le signe -)-, suivant que la première des substitutions, 
en lisant de gauche à droite, se rapporte à la limite su- 
périeure ou à la limite inférieure delà variable qu’elle 4 
concerne. 

Cette formule est identique au fond avec celle donnée 
par M. Sarrus, mais la simplification apportée aux nota- 
tions nous a permis de réunir en six termes la variation 
SS, qui se compose chez M. Sarrus de trente expressions 
définies. La' forme abrégée a en outre l’avantage de re- 
présenter par une seule expression tous les termes de 
môme nature, dont la discussion se ferait de la même 
manière et donnerait lieu à des conséquences analogues. 

178. Arrivons aux diverses conclusions que l’on peut 
tirer de l’équation $S = o, lorsque les limites sont en- 
tièrement indéterminées ou n’ont été l’objet d’aucune 
restriction. 

On remarque d’abord que chaque terme qui contient 
en facteur la variation Sz , laquelle représente soit dz, , 
sait S Zj, selon le signe de substitution qui précède, four- 
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ilit une équalioii distincte qui doit avoir lieu dans toute 
l’étendue de ce terme, à moins que ectle étendue ne soit 
elle-même nulle. Ainsi le premier terme fournit l’équa- 
.lion indéfinie ' 

(l) 7 r -f- =:rr 1_ 1 , 

rt-r ^/, _|_ dy ^ I ^ y2 

«jui se partage en deux autres, 

I I I I I I 


relatives, la première à la surface supérieure C,, cl la se- 
conde à la surface inférieure C,. Ces deux surfaces jouis- 
sent donc de la propriété commune d’avoir en chaque 
point la même courbure moyenne; elles tournent seule- 
ment leur convexité en sens contraires. 

Egalé à zéro, le coefGcicnt de dans le (jualrième 
terme donne 


(2 1 


■px 


v> 




I, 


le signe -t- se rapportant aux arêtes BiC, et BjC,, le 
signe — aux arêtes B, Cl, BjCs- Or le premier membre 
est évidemment le cosinus de l'angle sous lequel les faces 
B et C se rencontrent le long de l’arête que l’on considère ; 
donc, puisque ce cosinus est égal h l’unilé, chacune des 
faces C,, Cj se raccorde avec les faces cylindriques B,, Bj, 
ou leur est tangente. En outre, l’équation (2) fait dispa- 
raitre ou rend nul identiquement le coefficient de oy dans 
le quatrième terme. 

Le cinquième terme fournit l’équation 


( 8 ) 


ipii appartient avec le signe -i- aux arêtes A,Cj, AjC,, 
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avec le signe — aux arêtes A, Ci, A,Cj. Elle exprime que 
les faces C, et C, sont normales à l’axe de x le long des 
arêtes d’intersection, et que, par conséquent, ces faces se 
raccordent également avec les faces planes A, et A», ou 
leur sont tangentes. Ajoutons que l’équation (3) fait dis- 
paraître identiquement le coefficient de dans le cin- 
quième terme. 

La variation qui tient là place de âj't ou de sui- 
vant la substitution qui l’affecte, ne dépendant plus que 
de la variable x , on la fera sortir des signes f cl j relatifs 
aux variables J et et l’on réunira tous les termes mul- 
tipliés par en deux groupes précédés l’un du signe 

/ ; on ega- 

lera ensuite à zéro le coefficient de oy dans chacun de ces 
groupes. Or puisque l’équation ( 2 ) a fait disparaître le 
coefficient de dy dans le quatrième terme, cette variation 
ne figure plus que dans le second cl le sixième termes. 
Kgalant à zéro le coefficient de ây dans le second terme, 
on aura aux deux limites dey 


C'"' 

intégral I , l’autre du signe de substitution 

JjT. 



f/ ay' 

v/r4^'> 


dz 


O 


et en inlégrant , 

(4) {z, — z,) 



_^r' \ 


= 0 , 


é(|ualioii qui se rapporte avec le signe -f- à la face H,, 
avec le signe — à la face 11,. 

Négligeant le second facteur, qui, égalé à zéro, don- ‘ 
lierait un cvlindre au rayon a, mais laisserait la valeur 
limite de z entièrement indéterminée, on devra avoir 


z, = u . 
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pour chacune des faces cylindriques H, et H, ; ces deux 
faces, par conséquent, se réduisent à zéro. 

Cette relation en outre rend nul le champ du sixième 
terme qui disparait ainsi sans donner lieu à aucune équa- 
tion. 

Reste cndn le troisième terme relatif aux faces planes 
A, et A, et qui donne pour chacune de ces faces 

lUdy — O , 

d’où il résulte que les faces planes A,, A, sont également 
iiulles. En résumé le solide maximum est enveloppé en 
tous sens par les deux surfaces C, et Ci, qui sont en réalité 
les deux nappes d’une même surface courbe, caracté- 
risée par l’équation 



d’aillem-s, les équations (2) et ( 3 ) font voir que les deux 
nappes sont perpendiculaires au plan xy, le long de leur 
arête commune, d’où l’on conclura que les deux nappes 
se raccordent et se fondent l’une dans l'autre le long du 
contour commun ou font réellement une seule surface 
fermée, donc la courbure moyenne est constante et égale 

à — • La sphère au ravon 2<i remplit cette condition, et 
2 0 

l’on sait par d’autres considérations que la sphère est en 
effet la solution vraie et unique de notre problème. Mais 
pour arriver par le calcul des variations à exclure toute 
autre solution, il faudrait prouver que la sphère est la 
seule surface fermée dont la courbure moyenne reste 
constante; or cette démonstration est restée jusqu’ici au- 
dessus des forces de l’analysiv. 
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Problème XXVIII. 

!79. Quelle doit être la loi de la densité dans un 
corps dont la forme, la position et la masse sont con- 
nues, pour que, u exprimant la densité au point dont 
les coodonnées sont a:, y, z, F intégrale 

soit un minimum ? Il est d'ailleurs sous-entendu que cette 
intégrale est prise dans toute l'étendue du corps cherché. 

La masse du corps ayant pour expression fff udzdydx, 
on doit chercher le iniiiimuui absoln de l’intég;rale 

le multiplicateur indéterminé étant représenté par — -• 
En faisant, pour abréger, 


et conservant d’ailleurs les notations du n" 74, on a 


N = -I, R = -^ 

a V V I' 


et l’on trouve l’équation indéfinie 


,l,tL ,1,1 ,1,1 

\ V V V 

1 i- — h — p- — O , 

« a.r tly <tz 


qui détermine la loi générale do la densité. 
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Si l’on appelle a, /3, y Içs angles compris entio la iioi- I 

male à la surface du corps cl les axes des coordonnées, o?i » 

aura en outre (ii" 73) en chaque point de la surface ! 

P cos a -H Q cos P -t- R cos 7 = 0, 1 

ou ^ 

( 2 ) P cos a -f- 7 cos P + /• cos y — O, 

et c’est la condition unique à laquelle se réduisent les | 

équations aux limites, lorsque les limites de l’intégrale, 
ou les sui'faces limites du corps, sont données. . 

Parmi les intégrales particulières de l’équation (i), on 
remarquera la suivante 

(3) (a: — ly -i-{x — my -h (z — «)’ + (« — -?)' = gn’ 

analogue aux équations du cercle et de la sphère. Pour 
qu’elle représentât la solution véritable du problème, il 
faudrait que la densité assignée à la limite du corps ou 
sur toute sa surface fût précisément celle que l’on dédui- 
rait de l’équation (3) résolue par rapport à n. C’est ccî 
qui aurait lieu si le corps en question était une sphère dont 
la densité n fût constante et donnée eu chaque point de la 
surface, et l’on en conclurait qu’en ce cas l’équation (3) 
représenterait la loi de densité pour laquelle l’intégrale 
proposée deviendrait minimum. • 



' 6U583 
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